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Resumo

O Teorema de Favard, amplamente conhecido no contexto da reta real, assegura a
existéncia de uma tinica medida de probabilidade para a qual certos polinomios, que sa-
tisfazem uma relagao de recorréncia de trés termos, sao ortogonais. No circulo unitério,
existe uma versao bem estabelecida deste resultado. Entretanto, diferentemente do caso
real, a medida obtida nessa configuragao nao gera polinomios ortogonais que obedecam
a uma relagao de recorréncia de trés termos. Este artigo, baseado em uma pesquisa
de Mestrado em Matematica realizada na Universidade Federal do Maranhao, investiga
um Teorema do tipo Favard no circulo unitério, conforme apresentado por [6]. O estudo
foca em polinomios que satisfazem uma relacao de recorréncia de trés termos, onde os
coeficientes que aparecem nessa relagao sao sequéncias reais, incluindo uma sequéncia
encadeada positiva. O principal objetivo é explorar e detalhar os aspectos técnicos
que sustentam esse teorema, preenchendo lacunas e complementando resultados nao
explicitados no trabalho original.

Palavras-chave: Polinomios ortogonais no circulo unitario. Relacao de recorréncia de
trés termos. Sequéncias encadeadas positivas. Fracoes continuas.

Abstract

Favard’s Theorem, widely known in the context of the real line, ensures the existence
of a unique probability measure for which certain polynomials, satisfying a three term
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recurrence relation, are orthogonal. On the unit circle, there is a well established ver-
sion of this result. However, unlike the real line case, the measure obtained in this
configuration does not generate orthogonal polynomials that satisfy a three term recur-
rence relation. This article, based on a Master’s research in Mathematics conducted at
the Federal University of Maranhao, investigates a Favard type Theorem on the unit
circle, as presented by [6]. The study focuses on polynomials that satisfy a three term
recurrence relation, where the coefficients appearing in this relation are real sequences,
including a positive chain sequence. The main objective is to explore and detail the
technical aspects that support this theorem, filling gaps and complementing results not
explained in the original work.

Keywords: Orthogonal polynomials on the unit circle. Three term recurrence formula.
Positive chain sequences. Continued fractions.

1 Introducao

Os polinomios ortogonais tém suas raizes nas areas de Andlise e Trigonometria,
estando intimamente ligados as Fracoes Continuas, uma vez que sua origem remonta
ao estudo de casos especiais dessas fragoes por mateméaticos como Stieltjes, Gauss e
Jacobi (veja Szegé [24]). Além de sua relevancia tedrica, a teoria dos polindomios orto-
gonais desempenha um papel fundamental na resolugao de problemas em diversas areas
da Matematica Pura e Aplicada, contribuindo para estudos em equacoes diferenciais,
interpolagao, aproximacao numérica, estabilidade numérica e fracoes continuas, além
de ter aplicagbes em campos como Mecanica Quantica e Fisica Estatistica (para mais
detalhes, consulte, por exemplo, [1], [2], [3] e [12]).

Formalmente, os polinomios ortogonais sao definidos por meio de uma relacao de
ortogonalidade em um espaco de fungdes ponderado por uma medida. Especificamente,
uma sequéncia de polinomios { P, }>° , é chamada de sequéncia de polinémios ortogonais
com relagao a medida 7 no intervalo (a,b), se P, ¢ de grau exatamente n e

0, se m#n
pn#0, se m=n"

(P, Pr)., = /ab P () Py () dry () = {

Neste caso, a medida (positiva) v é uma funcdo real, definida no intervalo (a,b),
—00 < a < b < oo, limitada, nao decrescente, com infinitos pontos de aumento e
tal que as integrais de Stieltjes

b
un:/x”dfy(x), n=20,1,...,
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existam.

Uma propriedade extremamente 1til, e que merece destaque, relativa aos polinomios
ortogonais na reta real, é o fato desses polinomios satisfazerem uma relacao de re-
corréncia de trés termos. Essa relacdo para polindmios moénicos (ou seja, polindmios
cujo coeficiente do termo de maior grau, a,,, € igual a 1, sendo a,, o coeficiente de
grau n de um polinémio de mesmo grau) é dada por:

Poii(z) = (2 — any1) Po(z) = Bup1 Paoa(x), n >0, (1.1)

com Py(z) =1, P1(x) =0, Bj11,0; € R para j > 1.

Um conhecido resultado da literatura, chamado Teorema de Favard, garante que se
{P,}>2, é uma sequéncia de polindmios monicos satisfazendo a relagdo de recorréncia
de trés termos (1.1), entdo, sob certas condi¢oes na sequéncia real {3,}52,, é possivel
obter-se uma tnica medida de probabilidade em relacao a qual a sequéncia de polinomios
{P,}>2, é ortogonal (veja, por exemplo, Chihara [7]).

Os polinomios ortogonais também podem ser analisados no contexto do circulo
unitario, que é o foco deste trabalho, de carater essencialmente expositivo e integra-
dor, reunindo resultados consolidados sobre polindomios ortogonais no circulo unitario e
formulagoes do tipo Favard.

Mais do que apresentar novos resultados, busca-se oferecer uma leitura didatica e
coerente de demonstragoes, relacoes de recorréncia e propriedades fundamentais que
estruturam essa teoria. A intencao é favorecer a compreensao dos aspectos técnicos e
conceituais que, por vezes, sao tratados de forma muito sintética na literatura especia-
lizada.

Neste sentido, o trabalho se apoia em formulacoes cldssicas, como as discutidas
por Castillo et al. [6], e dialoga com abordagens contemporaneas sobre polindmios
ortogonais no circulo unitario e sequéncias encadeadas positivas, presentes em estudos
de Simon [23], Bracciali et al. [4], Ismail e Sri Ranga [14], e Marcato et al. [19].

Vale ressaltar que o estudo dos polindmios ortogonais no circulo unitario, também
conhecidos como polinomios de Szegd, teve inicio na primeira metade do século XX
com Gabor Szeg6. Atualmente, estes polinomios, vém chamando a atencao de muitos
pesquisadores, sobretudo devido a suas aplicacoes em diversas areas e temas da Ma-
tematica, tais como, regras de quadratura, processamento de sinais e teoria espectral
(para outras aplicagoes veja, por exemplo, [5, 17, 20, 21, 22, 25]).

Salienta-se que, sendo u(z) = u(e?) uma medida de probabilidade nio trivial no
circulo unitario C = {z = € : 0 < § < 27}, uma sequéncia de polindmios ortogonais,
no circulo unitdrio, {S,}52,, com relacao a medida u, pode ser definida por

/C Su(2)8m(2) dpi(z) = / " 5(e) 5@ dp(e™) = {

0, se m#n

(1.2
Kk 2#0, se m=n (12)
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onde S,, ¢ um polinomio de grau exatamente n. Aqui, conforme a terminologia adotada
por Simon [21], a medida p é nao trivial se o seu suporte é um conjunto infinito, e u é
uma medida de probabilidade se p(C) = 1. Além disso, diz-se que 2y € C é um ponto
puro (ou ponto de massa) de u, se a medida desse ponto é positiva, ou seja, p({z0}) > 0.

Diferentemente dos polindmios ortogonais na reta real, os polindomios ortogonais no
circulo unitario nao satisfazem uma relagao de recorréncia de trés termos. Todavia,
quando monicos, esses polindmios satisfazem as relacoes

Sn(z) = ZSn—l(Z) — Q1 S;:—l(z)a

n>1, (1.3)
Sn(2) = (1 = |an-1[*)280-1(2) — @15, (2),

onde Sp(z) = Si(2) = 1, ay—1 := —=S5,(0) e Si(z) := 2"5,(1/2) denota o polinomio
reciproco de S, (2).

Os nimeros complexos «,, sao usualmente conhecidos na literatura como coeficientes
de Verblunsky, e por serem oriundos da sequéncia de polinémios ortogonais {.S,}>° .
satisfazem a condigdo: |a,| < 1 para todo n > 0 (confira, por exemplo, Simon [21]).

Uma conhecida versdo do Teorema de Favard para o circulo unitario (denominada
Teorema de Verblunsky) assegura que se {a, }°°, é uma sequéncia arbitraria de nimeros
complexos tais que |a,| < 1, n > 0, entao, associada a esta sequéncia, é possivel obter-se
uma unica medida de probabilidade nao trivial i, suportada no circulo unitario, tal que
os polinomios S,(z), n > 0, gerados pelas relagoes (1.3), s@o os respectivos polinémios
de Szegb monicos (veja, por exemplo, [11] ou [21, Teorema 1.7.11]).

Vale frisar que na versao do Teorema de Favard para o circulo unitario mencionada
acima, as relacoes de recorréncias para os polinomios de Szegé nao sao relagoes de
recorréncia de trés termos (como no caso real). Além disso, os coeficientes envolvidos
nao sao compostos apenas de sequéncias reais, ja que no caso envolvem a sequéncia de
nimeros complexos {a, }22 .

Diante do exposto, o presente artigo tem como principal objetivo apresentar um
teorema do tipo Favard para o circulo unitario associado a polindmios que satisfazem
uma relagao de recorréncia de trés termos. Neste caso, os coeficientes que aparecem na
relacao de recorréncia sao sequéncias reais, sendo uma delas uma sequéncia encadeada
positiva.

E importante mencionar que, segundo Chihara [7], uma sequéncia {d,}>>, é deno-
minada sequéncia encadeada positiva se existe uma outra sequéncia {g, }°°, tal que

0<go<1l, 0<g,<1 paran>1 e d,=(1—gn1)gn, para n>1.

Neste caso, a sequéncia {g,}5°, (que pode nao ser necessariamente unica) é deno-
minada sequéncia de parametros para a sequéncia encadeada positiva {d,}>2 ;. Ade-
mais, pode-se mostrar que toda sequéncia encadeada positiva possui uma sequéncia de
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parametros minimal e uma sequéncia de parametros maximal, denotadas, respectiva-
mente, por {m,}>> e {M,}>,. Além disso, se {d,, }>°, é uma sequéncia encadeada po-
sitiva com sequéncia de parametros {g,}o2, entdao {dy,}5; = {dn11}22, é, também,
uma sequéncia encadeada positiva com sequéncia de parametros {g1.,}02 o = {gn+1}oo
(para outros resultados envolvendo a teoria de sequéncias encadeadas positivas e suas
conexdes com polinémios ortogonais veja, por exemplo, [7, 19]).

De forma mais precisa, este artigo — que representa um recorte da dissertacao de
Mestrado em Matematica desenvolvida na Universidade Federal do Maranhao ([16]) —
tem como propésito discutir com maior detalhamento os resultados apresentados por
Castillo et al. [6]. Naquele trabalho, os autores demonstraram que, a partir de um
par de sequéncias reais {{c,}>2,{d,}>2}, onde {d,}>2; é uma sequéncia encadeada
positiva, é possivel obter-se uma tnica medida de probabilidade p no circulo unitéario
tal que a sequéncia de polinomios

{Rn(2) = 2(1 —mp) Ra(2) }olo (1.4)

¢ a sequéncia de polinomios de Szeg6 com relacao a esta medida . Aqui, os polinomios
R,(z), n > 0, utilizados para gerar a sequéncia de polinémios ortogonais com respeito
a i, dada em (1.4), satisfazem a relagdo de recorréncia de trés termos

Rour(2) = [(1 +icuin)z + (1 — icu1)| Ru(2) — 4dyir2Ror(2), n>1,  (L5)

com Ry(z) = 1e Ri(z) = (1 +ic1)z + (1 — icy). Além disso, a sequéncia {m,}>° .
também utilizada para gerar a sequéncia de polinomios ortogonais (1.4), é a sequéncia
de parametros minimal da sequéncia encadeada positiva {d,}3°; (ou seja, aquela em
que mg = 0).

Dessa forma, a analise dessa abordagem nao apenas aprofunda a compreensao da
teoria dos polindmios ortogonais no circulo unitario, mas também possibilita avancos
significativos no estudo de medidas de probabilidade nao triviais nesse contexto, por
meio da teoria de sequéncias encadeadas positivas. Esse vinculo, embora ainda pouco
explorado na literatura, tem sido objeto de destaque em trabalhos como os de Castillo
et al. [6] e de Costa, Felix e Sri Ranga [8]. No tltimo, a medida de probabilidade
associada ao par de sequéncias reais {{c,}52,,{d,}°>,} também foi recuperada, mas
por um método distinto daquele empregado em [6].

O presente artigo estd organizado em secoes, cuja estrutura é descrita resumida-
mente a seguir. A Secao 2 apresenta resultados sobre os zeros dos polinémios R, (z), fun-
damentais para determinar a medida de probabilidade i associada ao par de sequéncias
reais {{c,}22,, {d,,}°°,}, por meio da relagao de recorréncia de trés termos (1.5). Na
Secao 3, com o uso da teoria de fragoes continuas, obtém-se propriedades assintéticas
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das fungoes racionais @, (z)/R,(z), cujos polinémios @Q,,(z), n > 0, obedecem & mesma
relacdo de recorréncia que R, (z), mas com condigdes iniciais distintas. Essas proprie-
dades sao utilizadas na construcao de um funcional de momento auxiliar, N, essencial
para determinar u. As SecOes 4 e 5 retinem os principais resultados deste estudo. Na
primeira, obtém-se a medida p e o funcional de momento M associado; na segunda,
demonstra-se que a sequéncia de polinomios dada em (1.4) corresponde aos polindémios
de Szeg6 relativos a medida p. Por fim, a Se¢ao 5 apresenta as consideragoes finais e
as observacoes conclusivas sobre o desenvolvimento do trabalho.

2 Alguns resultados preliminares

Os resultados apresentados nessa secao fornecem algumas informacgoes importantes
relacionadas aos zeros dos polinomios R,(z). Esses resultados serdao de grande utili-
dade na obtenc¢ao da medida de probabilidade nao trivial p (no circulo unitario) que
estd associada ao par de sequéncias reais {{c,}°2,,{d,}>;} por meio da relagao de
recorréncia de trés termos (1.5).

Lema 2.1 Todos osn zeros dos polinomios R, (z) sao simples e estao no circulo unitdrio
C. Além disso, se denotarmos os zeros de R, por z,; = efni j=1,2,... n, entdo

0< 9n+1,1 < 9n71 < 9n+1,2 < ... < Qn,n < 0n+1,n+1 <2m, n>1. (21)

Demonstragao: Este lema ¢é parte de um resultado um pouco mais geral estabelecido
no trabalho de Dimitrov e Sri Ranga [10] com o uso das fungdes G, (z), definidas no
intervalo [—1, 1], por

Gn(z) = (42)""?R,(2), n >0, (2.2)

onde 21 = 2'/24 2712 ¢ 2 = €. Em [10] os autores mostraram que, para todo n > 1, as
fungoes G, () tém exatamente n zeros distintos em [—1, 1]. Precisamente, denotando
esses Zeros por T, j, mostrou-se que x, ; = cos (6, /2), com j = 1,2,...,n, onde esses
zeros também satisfazem a propriedade de entrelagamento

—1 < Zprint1 < Top < Tpgin < oo < Tpg12 < T < Tpgr < L. (2.3)

Dessa forma, usando a relagao (2.2), que conecta os polinémios R, (z) com as fungoes
Gn(z), definidas em [—1, 1], por meio da transformagao

20 =224+ 22 com z=¢Y 0<0<2n,
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e levando-se em consideragao que os polinomios R,(z) (gerados pela relacdo de re-
corréncia (1.5)) tém grau n (n > 1), e que cada um de seus zeros, denotados por z, ;,
j=1,2,...,n, gera um zero da fungao G, (z) (e vice-versa), ja que

1 _ 1 £0
(4Z)n/2 o (461'0)11/2 !

(42)™"? =

pode-se concluir que todos os n zeros dos polinomios R, (z) sdo simples, estao no circulo
unitario C e sao tais que

22Xy = z,ll’/jz + z;}/z, com z,; =€ 0<0,; <2
Além disso, a propriedade (2.1), satisfeita pelos argumentos 6, ;, 7 = 1,2,...,n, de
Znj = €% segue diretamente da propriedade de entrelagamento (2.3), satisfeita pelos
Z€r08, Ty, ; = cos (0,;/2), das fungdes G, (). ]
Observagao 2.2 (i) Uma vez que 0s zeros z,; = eni, j = 1,2,... n, dos po-
linomios R,(z), n > 1, sdo tais que 0 < 6,; < 2w para todo j = 1,2,...,n,
tem-se que z = 1 ndo € um zero de R,(z), n > 1, isto é, z,; # 1 para todo

j=1,2,...,n, ou ainda,

R,.(1) #0, para todon > 0.

(1) Em Dimitrov e Sri Ranga [10] também foi mostrado que as funcoes Gy (x), dadas
por (2.2), satisfazem a formula de recorréncia de trés termos

Grir(@) = (2= oV = 22) Gu(@) = dy1Goi (1), > 1,

com Go(x) =1 e Gi(z) = — 11 — 22, Além disso, as funcgoes de Christoffel-
Darboux associadas (ou Wronskianos)

/ /

Wy(x) =G, (2)Gh1(x) — G, _1(2)G,(z), n>1, (2.4)

as quais nao sao mecessariamente positivas ao longo de todo o intervalo [—1,1],
satisfazem, nos zeros de Gp(x), n > 1, em [—1,1],

Wn(xn,j) >0 e Wn+1($n,j) = dn—&-an(xn,j) > 0, j = 1, 2, e, M. (25)

Neste caso, sendo x,;, 7 =1,2,...,n, um zero de G,(x), tem-se, por (2.4), que

!

Wn(xn,j) = G;z(Cij)Gn—l(xn,j) e Wi (xn,j) = _Gn(zmj)Gn—i-l(xn,j)'
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Agora, considerando os Wronskianos

/ /

Va(2) = Bo(2)Ru s (2) — Ry y(5)Ba(2), n> 1, (2.6)
associados com os polinémios R, (z), vale o seguinte resultado:

Lema 2.3 Sejam V,(z) e W,(z) os Wronskianos associados, respectivamente, aos po-
linomios R, (2) e as fungoes Gp(x), n > 1, dados, respectivamente, por (2.4) e (2.6).

Se znj e xny, j=1,2,...,n, sio, respectivamente, os zeros de R, (z) e G,(z), entao,
paran > 1, tem-se
(Zn j)_(n_Z) 2n—3 .
’—1Vn(zn7j) =2"""Wy (2 ), J=1,2,---,n. (2.7)
“nj T

Demonstracao: Uma vez que a relagao em (2.2) é tal que
o = 242 4 272 (2.8)

com z = e 0 < 0 < 27, é possivel considerar z como uma funcao de z, de modo que,
por (2.2), tem-se

/

G, (x) = [(42) 2R, (2)] = —g(4z)’("/2)’1(4z/)Rn(2) + (42) ™R (2)z . (2.9)

Por outro lado, derivando-se, membro a membro, a igualdade (2.8) implicitamente em
relacao a x, obtém-se

_1 _1/2 ’ 1 _3/2 r 1 1 ’
2—§Z Z—EZ z = 221/2_W Z

de onde segue que
’ 423/2
= . 2.10
‘=7 (2.10)

Consequentemente, substituindo (2.10) na expressio de G.,(z), dada em (2.9), tem-se

Go(z) = —g(élz)*””)*1 {4<423/Q)]Rn<2)+(42)”/ZR;L<Z>(4Z3/2)

z—1 z—1
B (42)—(71—1)/2 ,
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Dai, considerando Gy,(x) definido como em (2.2), os Wronskianos W,(z), dados por
(2.4), satisfazem

! /

Wa(z) = G,(2)Gna(r) = G, (2)Gn(x)

ez
i 2R, (2) = nRo(2)| (42)7 V2R, (2)

z—1
_w (22, 1(2) = (0 = DRoa(2)] (42) 2 Ra(2)
= % {22 [R;(Z)Rn_l(z) - R;L_I(Z)Rn(z)] - Rn(z)Rn—1(2>} :

Agora, levando-se em consideragao os Wronskianos V;,(z) (associados aos polinomios
R,(z)), dados por (2.6), a igualdade anterior pode ser reescrita como

(42)—(n—1)
W, (z) = — 1 22V, (2) = Ru(2)Rp-1(2)], n>1.
Z —
Logo, se z,; € T j, j = 1,2,...,n, sdo, respectivamente, os zeros de R, (z) e G,(z),

n > 1, entdo, para todo j = 1,2,...,n, tem-se, por (2.2), que
Ro(2n5) = G ) (420,5)"* = 0
e, consequentemente,

(4%7]_)7(1%1)

Wal(wn;) = — 1 220,V (20,5) — Rulzn,5) Ra1(2n,5)]
n7j
(42,,)~ (=D o (20) "D
sz _ 1 [ 2 5J (’Z 7])] anj _ 1 (Z 7])7
de onde segue o resultado desejado. |

3 Propriedades assintéticas e um funcional de mo-
mento auxiliar N

Seja {@Qn}22, a sequéncia de polinémios dada pela expressao de fracao continua
Qn(z) 2d, ‘ 4dyz ‘ 4d,,z ‘

Ru(z) [ (A +ic)z+ (1 —icr) [(T+ic)z+ (1 —ics) [ (1+ica)z+ (I —icy)
(3.1)
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Da teoria de fragoes continuas (veja, por exemplo, [7, 9, 18]) pode-se afirmar que os
polinémios @,, sao dados por

Qni1(2) = [(1 +icn1)z + (1 —icn1)] @n(2) = 4dn112Qna(2), n=1, (32

com Qo(Z) =0e Q1(2> = 2d1

O primeiro lema dessa secao fornece um resultado assintético associado com a
sequéncia {Q,(1)/R,(1)}5°, obtida a partir de (3.1). Para discutir esse resultado,
é necessario primeiro apresentar dois teoremas cldssicos da teoria de sequéncias en-
cadeadas positivas, que podem ser encontrados, por exemplo, em Chihara [7] (veja,
respectivamente, Teorema 3.1 e Teorema 6.2 (critério de Wall) dados no Capitulo I1T),
a saber:

Teorema 3.1 ([7]) Seja {g,}5°, uma sequéncia de parametros para a sequéncia enca-
deada positiva {d,}> ;. Entao,

onde

- C 9192 gn
F=2 gl -g) g

s

Teorema 3.2 ([7]) Dada uma sequéncia encadeada positiva {d,}>,, se {M,}>, ¢é
uma sequéncia de parametros para {d,}2, entdo, ela serd mazimal se, e somente se,

3 MM, --- M,
;(1—M1)(1—M2)...(1_Mn) = 0.

Com base nos Teoremas 3.2 e 3.1, é possivel, agora, enunciar o seguinte resultado:

Lema 3.3 Sejam {R,}>2, e {Qn}>2, sequéncias de polinémios gerados, respectiva-
mente, pelas relagoes de recorréncia de trés termos (1.5) e (3.2), a partir do par de
sequéncias reais {{c, }5° 1, {d,}52 1}, onde {d, }5°, € uma sequéncia encadeada positiva.
Nessas condigoes, tem-se que

R

di — .
1 < < n(l)

Ri(1) ~ Ry(1) SR (1) < (1= M) (3.3)

CQuy)
e

— My). (3.4)
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Demonstracao: Observe que fazendo z = 1 na expressao em fracdo continua (3.1)
e, em seguida, realizando um simples processo de fatoracao da fracao continua obtida,
tem-se

Q.(1) 2di|  4dy|  Ady) Ad,,
R, (1) |2 2

2 |2
YRR
= — — — = . 3.5
1 H 1 1 (3:5)
Dessa forma, se A,,/B,, denota o n-ésimo convergente da fragao continua

1_ﬂ_ﬂ_@_..._@_...
1 |1 1

1

entao, por (3.5), tem-se

B, R,(1)

Logo, se {M,}°, é a sequéncia de parametros maximal para a sequéncia encadeada
positiva {d, }52,, entao, utilizando a igualdade (3.6) e os Teoremas 3.2 e 3.1, obtém-se

An _y_ @all) (3.6)

: Qn(1) Ay 1 — My
1 1-— = lim — = M, .
Jm { R~ A g =Mt g (3.7)
onde
= M, My - - - M,
F = E =00
— (1 —My)(1— Ms)--- (1 — My)
Consequentemente,
Qn(1)
lim ———= 1 — M,
@ ~ (Mo,

o que representa o resultado (3.4) do lema.
Para verificar o resultado apresentado em (3.3), basta observar que, de (3.6) e (3.7)
(veja também a prova do Lema 3.2, p.83 em [7]), pode-se escrever

Qn(1) A, 1— M, F,
=1—-—=1—-|M, =(1— M, >1 3.8
Ra(1) B, ot 15, | T UM n2h (38)
onde, paran > 1,
" My M- - M,
F, = = k < 0.

(1 —My)(1 — My)--- (1 — My)

k=1
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Neste caso, como {M,}>, é a sequéncia de parametros maximal para a sequéncia
encadeada positiva {d,, }5°,, entdo d, = (1 — M,,_1)M,,, com 0 < My <leO< M, <1
para n > 1, de onde segue que cada parcela da soma F, é tal que F,, > 0. Portanto,
para n > 2, F,_; < F, e, consequentemente, F,, (1 + F,,) < F,(1 + F,_1) ou ainda,
usando (3.8),
anl(l) — (1 _MO) Fn 1 < (1 . MO) Fn o Qn(l)

_ > 9.
Ro1(1) 1+ F, 1+F, R, '=

Finalmente, por (3.5) e (3.8), tem-se, respectivamente, que

=d < (1 - M, < (1 - M, > 1
mm -8 R UM < (= M) =l
e isto conclui a prova do lema. [ |

O proximo lema dessa segao lida com as expansoes em séries das funcoes racionais do
tipo @, (2)/R,(z), as quais serao discutidas daqui em diante. Observe que, da férmula
de recorréncia de trés termos para os polinomios R, (z) (dada em (1.5)), se

—_ n . J ~ 7z /. .
Ry (z) = 325 ¢rn;7’, entdo ¢ possivel verificar que

n n

R,.(z) = Zrnvjzj = Zﬂw_jzj =R (z), n>0. (3.9)

J=0 J=0

Em particular, valem as seguintes igualdades

roo=1 € Tpp="Tno= H(l +ic), n>1, (3.10)
k=1

onde R} (z) = 2"R,(1/Z) representa o polinémio reciproco de R,(z). De fato, uma vez

que
n n

R,(1/Z) = Zrn,j(l/z)j = an,j(l/z)j7
tem-se

() = Z"R(1/z)=2") Tu,(l/2)

J=0

R*

n

n

_ _ —1 — 0 2 :— ‘
= rmOZn + Tn,lzn o+ Tz = rn,n_jzj.
7=0
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Por outro lado, usando a férmula de recorréncia (1.5), em que Ry(z) = 1 (de onde
segue que 190 = 1) e Ry(2) = (1 +ic1)z + (1 —icy), obtém-se, respectivamente, que

Ry(z) = [(14+ic2)z+ (1 —ico)|Ri(z) — 4dazRo(2)

(1 4+dco)z + (1 —idc)][(1 +ic1)z 4+ (1 —icy)] — 4daz

2
= H 1+ick)z +alz+H 1 —icg), onde a; € C,
k=1 k=1

Rg(Z) = [(1 + ng)Z -+ (1 — ng)]RQ(Z) — 4d32R1(Z)

= [(A+ics)z + (1 —ics)] | T +icx)2® + arz + [ (1 — icx)
k=1 k=1
—A4dsz [(1+ic1)z + (1 —icy)]
3 3
= H(l +icy) 2 + [ba2® 4+ by2] + H(l —icg), onde by, by € C.
k=1 k=1

Consequentemente, por recorréncia, vale

R,.(z) = H(l +ick)2" 4 [y 12" 4wy 02"+ wy 2] + H(l —ick),
k=1 k=1
onde w,_1,Wy_a,...,w; € C. Assim,

:H(l—l—ick 1_[1—zc;c ) =Tno, n>1
k=1 k=1

Finalmente a igualdade entre os polindémios R,,(z) e R (z), isto é,
R.(z)=R:(z), n>0,

segue do fato desses polinomios satisfazerem a mesma formula de recorréncia de trés
termos (dada em (1.5)) e com as mesmas condigoes iniciais, ja que

Ri(2) = 2°Ro(1/2) = 1 = Ry(2),

Ri(z) = 2'Ri(1/2) = 2[(1 +ic1)(1/2) + (1 —icy)]
= z[(1 —ic1)(1/2) + (1 +ic1)] = Ri(2).
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Com efeito, pela rela¢ao de recorréncia (1.5),
Ry (1/2) = [(1 +icna)(1/2) + (1 = icnga) [ Rn(1/Z) = 4dnya (1/2) Bna (1/2),

ou ainda,

Rn+1(1/2) = [(1 - icn+1)(1/z) + (1 + ianrl)]Rn(l/z) - 4dn+1(1/z)Rnfl(1/z)>

de onde se obtém que
S R(1/7) = (L) (1/2) + (Lt ican))z |2 Ba(1/7)]
— 4 (1/2)2* | R (1)
ou, equivalentemente,
Ror(2) = [(1 + icasn)2 + (1 — i )IR(Z) — dduyr 2Ry (), 02 1,

com as condigoes iniciais Rj(z) =1 = Ro(2) e R{(2) = (1 +ic1)z + (1 —icy) = Ryi(2).

Polinomios que satisfazem a propriedade (3.9) s@o conhecidos na literatura como
polinémios auto-inversivos. Dessa forma, os polinomios R,, n > 0, sao polinémios
auto-inversivos. Analogamente, os polindémios @, de grau n — 1 (n > 1), os quais
também satisfazem uma relac¢do de recorréncia de trés termos do tipo (1.5) (veja (3.2))
com condigoes iniciais Q1(z) = 2d; e Q2(2) = 2d;[(1 4 icy)z + (1 —icy)], sdo polindmios
auto-inversivos, ou seja,

Qi(z) = 2"'Qn(1/2) = Qu(2), n>1.
Observe que aplicando a férmula do determinante (veja [26]) para a fragdo continua

expressa de Q,,(z)/R,(z) (fornecida em (3.1)), e considerando

| Qn(2) Ru(2) | _ _ 5 5 n
Un(z) = Qn_1(2) Rn_i(2) = Qn(2)Rp-1(2) — Qn-1(2)Rn(2), >1, (3.11)

tem-se Uy(z) = 2d; e
Un+1(2) = 4dn+1ZUn(2) = 22n+1d1d2 cee dn+12n, n Z 1. (312)

Com efeito, uma vez que Qo(z) = 0, Q1(2) = 2d; e Ry(z) = 1 (veja condigoes iniciais
para as relagoes de recorréncia de trés termos de {R,,}5°, e {Q,}>2, dadas, respecti-
vamente, por (1.5) e (3.2)), obtém-se

Ul(Z) = Ql(Z)Ro(Z) — Qo(Z)Rl(Z) = 2d11 — 0R1(Z) = 2d1
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Além disso, uma aplicacao direta da férmula do determinante na fragao continua (3.1),
fornece para todo n > 1, que

Un+1(2) = Qni1(2)Ra(z) — Qu(2)Rnta(2)
(=) F(24,) (—4dy2) - - - (—4dy2)(—4dni12) = 4dy12Un(2),
ou, equivalentemente,
Uns1(2) = 4dprz(=1)"(2d))(—4dy2) - - - (—4d,2)
= Adyz2(=D)"T (=)  ddy - dp 2" = 22 dydy - - - dgg 2

Agora, considerando expansoes em séries em torno da origem e do infinito, utilizando
(3.12), é possivel afirmar que

711—1 —
———2"1 4+ Oy(2")
Qn(z) . Qn—l(Z) _ rn—l,n—l + 1 3 13
Rn(2)  Rna(2) &i+02((1/z)n+1) > =l (3.13)

Tn—1n-1 z"
onde, para n > 1, denota-se v,,_1 := (22" ‘dydy -+ - d,,) /Ty,
O1(z") == 12" 4+ 1 2" 4, L1y €C, k€N,

Oy ((1/2)") = Tpa (1/2)"™ + Lia(1/2)" 2 + -+, I, €C, keN.

Aqui, considera-se expansoes em séries em torno da origem e do infinito do tipo

=14+24+3+--, e ﬁ:w(lm)ﬂlm)%---,

em que |Z] < 1e|l/w| < 1. De fato, utilizando (3.11), (3.12) e levando-se em consi-
deragao que, paran > 0, R,(z) = Z?:o ;27 € que, por (3.10), ry,,, = Tpo paran > 1,
obtém-se
Qul(z)  Qualz) Un(2) 22 didy - dyp 2
R.(2) R,-1(2) Ru(2)R,_1(2) R.(2)R,-1(2)
22n—1d1d2 . dnzn—l
(Siarns) (S5 rn17)
22n—1d1d2 . ann_l
Tn,0Tn—-1,0 + (Tn0Tn—11 + Tn1Tn—10) 2 + -+ - + Fpnln_1,,-122""1

22n—1d1d2 . dnz”_l

Tn,0Tn—1,1 + Tn1"n—1,0 TnnTn—1n-1 _ .
Tn,0"n—1,0 (1+ PN R L LI L 2
Tn,0"n—1,0 Tn,0"n—1,0

1-2
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Observe que a igualdade obtida acima é equivalente a

Qn(z) . anl(z)
Rn(2)  Rna(2)

22n71d1d2 . dnznfl 1
Fn,nFn—l,n—l 1-— (’Flz + .+ fzn_IZZn—l)
Tnt oo r g n—1 F 5 2n—112
= — n ik [1+(T12+'--+7’2n,1z" )+(7’1Z+"'—|—T‘2nflzn )_|_
rnfl,nfl
Y _
= _n—lzn Yy, + ln+1zn+1 N
T"n—1n—1
7 —1 -1
= _”—Zn + 0, (Zn),
Tn—1,n—1
onde B -
r —fyn_l ~ ~2 Yn—1
ln:/’al_ ) ln+1:<7“2+7’1)_—, ceey
T'n—1,n-1 Tn—1n—1

e, de modo geral, [,,. € C para k € N, com

- _ Tn0Tn-1,1 + "1 n-10

rn = )
Tn,0"n—1,0
5= Tn,0"n—1,2 T "n1"n—1,1 T "n,2"n—1,0
2 — = )
Tn,0"n—1,0
~ o TnnTn—1n—1
Ton—1 = —— -

Tn,0"n—1,0

Analogamente, também é possivel obter a igualdade

Qn(2) Quoi(2)  Uilz) 227 'didy---dp2"!
Ro(2)  Ru1(2)  Ru(2)Ru1(2)  Ru(2)Ru(2)
2201l dy - -+ 2!
Tnnln—1n-122""1 4+ (Tnn—1Tn—1m—-1 + TnnTn—1n-2) 2272 + - + T oTn-10

22n—1d1d2 te dnz"_l

-1 (1 Tnn—1Tn—1,n-1 + TnnTn—1,n—2 1 Tn,0"n—1,0 1
nnTn—1n-1% + — s 51
TnnTn—1n-1 z TnnTn—1n—-1%
_ Tn—1 1 1
Tp—1n—1 2" 1+ Tnn—1Tn—1mn-1 1 Tn,nrn—17"_21 cee Tn,0"n—1,0 1
TnnTn—1,n-1 z TnnTn—1,n-1 Z2n_1

)
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Ou seja,

Qn(z) Qn—l(z) Yn—1 1 1

R, Ruo1(2)  Taoin—1z" 1 i
(2) 1(2) Tn—1n-17% 1— [w1—+"'+w2nlm]
z z

Yoot 1 1 . 1 1 . 1 17
:——n 1+ w1—+"'—|—IU2n,1m + w1—+-~+w2n,1m + -
Tn—1n—-1% z z z z

-1 1 = -
= e L (12 b1/

rnfl,nfl
TYn—1 1 n+1
= _n + 02 ((1/’2) ) )
Tn—1n—-1%
onde N N
7 ~ n—1 7 ~ ~92 n—1
ln+1 =W, ln+1:(w2+w1)—7 R
'n—1n-1 n—1n-1

e, de modo geral, [,,. € C para k € N, com

~ Tnn—-1Tn—1,n—1 + TnnTn—1,n-2

wp = s
nnTn—1n-1
i o TnnTn—1,n-3 + Tnn—1Tn—1,n-2 + nmn—2Tn—1n-1
2 — = ’
TnnTn—1n-1
~ . Tn,0"n—1,0
Wop—1 = ———

TnnTn—1n-1

A igualdade estabelecida em (3.13) significa que existem expansoes formais em séries
Ey(z) e Ex(2), respectivamente em torno da origem e em torno do infinito, tais que

Ey(2) — g:gz = %z" +0(z"), n>0, (3.14)
Bo(z)— @) _ Lo ), s (3.15)

R,(2) 1y, 2ttt

Por razoes que serao esclarecidas mais adiante, definiu-se

Ey(2) i= —v) — vpz — v32% — 02 — -+ (3.16)
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e
Vo V-1 V_9 V_3
Eo(z)i=—4+ —+—+—"+---. 3.17
(2) z+z2+z3+z4+ ( )
Agora, como R,, e ), sdo polindomios auto-inversivos, segue de (3.15) que
—lE 1 (Z) — 7 O n+1 > 0.
(075~ 0 = 7o+ 0o, m>
Com efeito, por hipStese, Ry, (2) = R:(2) = 2" R, (1/Z) e Qu(2) = Q% (2) = 2"'Q,, (1/7).
Logo, considerando a igualdade em (3. 15) para n > 0, tem-se
o @Qu/z) 1 _
Ex(1/z) — = 0, (z"1?) .
WA R/ = ran iy T
Consequentemente

de onde segue que

ou seja,
—1 (Z) Tn n n+1
E (1 = —2"4+0y(2 , n>0.
( / ) Rn(Z) an 2( ) =
Comparando a ultima igualdade com (3.14) tem-se, entdo, a propriedade simétrica

T EL(1)Z) = Eol2),

a qual garante que
V; = —@,]4,1, j = 1,2,..., (318)

Isto ocorre, uma vez que, de (3.17), tem-se
Eo(1/2) = vZ +v_1Z2 +v_9Z° +v_ 32" + -+,
ou, equivalentemente,

2 B (1/2) =To +T_12 + 092> +0_32° + - .
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Dai, como vale a propriedade simétrica 27 'E,(1/z) = Ey(z), pode-se concluir, por
(3.16), que

Vo +6,1z+ﬁ,2z2+@,3z3+---: —vl—vgz—vng—v423—~-- .

Finalmente, o resultado em (3.18) é estabelecido quando se compara, respectivamente,
os coeficientes de 2", n > 0, na iltima igualdade.
Considerando agora a igualdade em (3.14), tem-se

Fo(2)Ru(2) — Qu(2) = 22" Ry (2) 4 Oy(2"), (3.19)

Tnn

onde O3(2"*') := O1(2""")R,(2). Consequentemente, como Ey(z) = > 22, —v;z/ 7!

(veja (3.16)), denotando R, (2) = Y7 (12’ e Qu(z) = D777 o qn;?’, a igualdade em
(3.19) pode ser reescrita como

(; _szj1> (; rn,jzj) Z%Jz] <Z Tn,j% ) Os(z"),

ou ainda,
(=012 — w2t — o — v 2" = ) (0 a2t 2"
- (Qn OZ0 + Qn, 12;1 4+ Qn,nflzn_l)
— _7” (Tn02™ + 112" 4 o 1 2®) 4+ O (2.

n,n

Assim, comparando-se os coeficientes de 2% em ambos os membros da equacao acima,
obtém-se

—U1Tn,0 — Gn,0 = 0.

Para os coeficientes de z!, tem-se
—VoTpo — V1Tn1 — qn,1 = 0.
Seguindo o mesmo procedimento até 2"~ !, conclui-se que
—UnpTno — " —VU1Tnn-1 — Qnn-1 = 0.

J& em relacao aos coeficientes de 2", tem-se

“Un4+1Tno — - —V2Tpnn—1 —ViTnn = ——Tho = ZTnn = Tn»
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onde a igualdade r, o = 7, , é consequéncia do resultado obtido em (3.10).
Dessa forma, obtém-se o sistema

—V1Tn.0 —qno =0

(3.20)
—UnTn,0 te —UViThn—1 — Gnn-1 = 0
—Un4+1Tno —V2Tpn—1 — ViTpn = Vn

De modo andlogo, considerando O4((1/2)?) := O2((1/2)""?)R,(2), a igualdade em
(3.15), fornece

Eas(2)Ra(2) = Qu(z) = 2R () + 0u((1/2)?). (3.21)

Tnn 2

Consequentemente, como Eoo(2) = 372 v_j1277 (veja (3.17)), sendo Ry (2) = 3772
e Qn(z) = Z;:Ol qnj2?, 6 possivel reescrever a igualdade (3.21) da seguinte forma

(Z J+1> (erz> an,] ': T L 2 (ZTTUZ > +O4((1/Z) )

j=1

ou equivalentemente,

V_p
Zn+1

Vo V_1 n
<_+_2_|_...+ +"'>(Tn,0‘|‘7"n,1z+"‘+7”n,nz)
z z
_(qn0+qn 1Z+ e +Qn,n712n71)

In Tn,0 'n,1
= (G S ) 02,

1

Dai, comparando-se os coeficientes de (1/z) = z~' em ambos os lados desta ultima

equacao, obtém-se

In
VoTn,0 + V_1Tn1 + -+ VnTnn = 'nn = Tn-

n,n
De igual modo, para os coeficientes de z°, tem-se
VoTp1 T U_1Tp2+ -+ V()T — qno = 0.
Seguindo o mesmo procedimento até 2" !, chega-se & igualdade

VoTnn — Qnn—1 = 0.
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Assim, obtém-se o sistema

VoTn,0 _'—Uflrn,l te +Ufn71n,n = Tn
VoTn,1 o V1T —Gno =0
’ ’ ’ (3.22)
VoTn,n —lnn-1 = 0

Note que a ultima equacao do sistema (3.20) e a primeira do sistema (3.22) sao as
mesmas, ja que por (3.9) tem-se, para n > 0, r,; = Tpn—j, J > 0, €, por (3.18), tem-se
vj = —U_j41, J = L.

Agora, a partir dos sistemas de equagoes (3.20) e (3.22), é possivel observar que

Hyl
Tn = (_1>nﬁ Tnn n 2 17 (323)
Hn
onde
Um Um+1 ° Um4n-1
’Um fUm o« e /Um n

HM =| T o, (3.24)

Um4n—1 Um+n " Um+42n—2

sdo os determinantes de Hankel associados com a sequéncia dupla {v,}r>__ . Com
efeito, subtraindo-se membro a membro as equagdes de (3.20) que contém os termos
—n.0s, —Gn1,- - -, —qnn—1 das respectivas equagoes de (3.22) que contém esses mesmos
termos, obtém-se o sistema (acrescentado da primeira equagao de (3.22))

VoTn,0 + V_1Tn1 + - V_nTnn = Tn
VoTn,1 +- V—n4+1Tnn — qn,0 — (_Ulrn,O - Qn,O) =0

. 5
VoTn,n — Gnn—1 — (_vnrn,o — > UTpn—-1 — qn,nfl) =0

ou, de forma equivalente, o sistema

VoT'n,0 + V-1Tn1 + -+ V_nTnn = Tn
’Uﬂ'mo + U(]/rn’l + ttt + Ufn«klrn’n - O

(3.25)
UnTn,0 + Un—1Tn1 + -+ VoTn,n = 0
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Observe que, na forma matricial, o sistema obtido em 3.25 pode, ainda, ser reescrito

€como
V_n o V-1 Vo Tnn Tn
Vopy1 - Vo U1 :
: Tn,1 0
(0 A R T'n,0 0

Mas, pela regra de Cramer, considerando Hf;q’) definido como em (3.24),
tem-se

Tn Veng1 - V-1 Yo
1 0 vpy2 -+ w9 v
T = —
n H(—”)
n+1
R U
Portanto,
Vopt2 " Vo U1
_ Tn U—n+3 - U1 U2 _ Tn H(—n+2) 3.26
e L | T et (3.26)
Hn+1 : ’ : Hn+1
U1 o Up—1 Up
onde a 1ltima igualdade é consequéncia de (3.24) quando se considera m = —n+ 2 para
—n+2
se obter Hy "2,
Por outro lado, uma vez que v; = —0U_;41, j > 1 (veja (3.18)), tem-se
U_pi2 --° Uy U1 —Up—1 - —U1 —o
gnt2) Voptg - U1 U2 B —Up—2 - —Vo —V
n - . -
Ul ottt Up—1 Up —o —VU_p+2 —V_pt1
Un—1 U1 Vo Uopt1 Uopg2 -+ Vg
Up—2 Vo V_q : :
— _ n
= (=" : (== - IR
. . . V_1 Vo o Up—2
Vo ot Vopy2 Vopgl Vg U1 Up—1

onde as duas ultimas igualdades sao consequéncias das propriedades de determinantes.
Assim, considerando-se

Uiptl V—pt2 = U Vopt1 U—pt2 -+ g
—(—n+1) . . :
Hn = : : ' - _ _ _ ) 9
V-1 Vo Up—2 V1 Vo T Up—2
Vo U1 Un—1 Vo [t Up—1

ReviSeM, Ano 2026, N°. 1, 48-91 69



Ribeiro, F. B.; Silva, J. S.

conclui-se que
H(fn+2) — (_1>nH

n

de onde segue, por (3.26), que

Hyl
H —’VL+1) n,n»

n

Tn = (_l)n n =1,

e isto é exatamente o resultado afirmado em (3.23).
Diante do exposto, é possivel agora estabelecer o seguinte lema:

Lema 3.4 Sejam {R,(2)}22, e {Qn(2)}>2, as sequéncias de polindmios obtidas da
sequéncia real {c, }5°,, da sequéncia encadeada positiva {d,, }5°, e das respectivas formulas
de recorréncia de trés termos (1.5) e (3.2). Entao, as funcgoes racionais Qn(z)/Ry(2)
satisfazem as correspondentes propriedades dadas por (3.14) e (3.15). Além disso, se o
funcional de momento N € tal que

N[ = va, n=0,%+1,+2,..., (3.27)
entao os polinomios R, (z) satisfazem

) _771’ se j:_l
N[C™R,(Q] =4 0, se j=01,...,n—1, n>1, (3:28)

Yo, S€ J=1

2d; Add, 11
; €V = T/
1414 14 icpaa

onde vy = vy = Yn—1, paran > 1.

Demonstragao: A primeira parte do lema, isto é, que as fungoes racionais @, (2)/ R, (z)
satisfazem as correspondentes propriedades dadas por (3.14) e (3.15), segue da cons-
trucao estabelecida apds a prova do Lema (3.3) até a obtencao das referidas proprie-
dades. Resta provar as relagoes de ortogonalidades (3.28), satisfeitas pelos polindmios
R,(2), em relagao ao funcional de momento N. Para isso, utiliza-se, novamente, o sis-
tema (3.25) (obtido de (3.20) e (3.22)), porém, desta vez, incluindo-se a dltima equagao
de (3.20) em (3.25), isto é, considerando o sistema

( VoTn,0 + V_1Tn1 +---+ V_nTnn = Tn
V1Tn,0 + VoT'n,1 + -+ Von+1Tnn = 0
: ’
UnTn,0 + Un—1Tn,1 + -+ VoTn,n =0

L Un+1Tn,0 + UnTn, + - V1Tnn = _771
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e observando que R,,(¢) = >_p_,7nxC", obtém-se, por (3.27), que

NI R,(Q)] = N[C_sz?”n,k(k] =N [ZTn,kC_n+j+k]

k=0 k=0

n n
= ZTTL,RN [Cfn+j+k} = Zrn,kvnfjfk
k=0 k=0

= TpoUn—j + Tn1Un—j—1+t  + Tpnpl_;
Y, se j=-—1

= 0, se 7=0,1,...,.n—1, n>1.
Yo, S€ J=nN

Além disso, considerando n = 0 na primeira equagao do sistema acima, tem-se
Y = TooUo = Up, ja que, por (3.10), roo = 1. Consequentemente, como
Yoo = (22" Ydydy - - d,) [rnn para n > 1 (veja (3.13)), e, por (3.10), r11 = 1 + icy,
conclui-se que
2d, 2d,

1,1 1+201

Finalmente, usando-se, mais uma vez, a definigdo de v, (k > 0) e a igualdade em
(3.10), obtém-se

Yo = 2 (n+1)— d1d2 dn+1 — 22n+271 dlcf2 o dn—l—l
rn+1,n+1 nt .
H(l + ’le>
k=1
9 22n=1q d2 ceedy, Ad, .y 22 dydy - - - dy,
- 2 dn+1 == .
1 + 1Cn+1 Tnmn
(1 +ichsq H (1+ick)
4d,,
= — g, n>1,
1+ 1Cn+1
e isto conclui a prova do lema. [ ]

Observagao 3.5 A existéncia do funcional de momento N tal que, para 0 < j < n,
N[ R,(C)] = 0 (onde os polinomios R,(z) sio aqueles gerados pela relagio de
recorréncia (1.5)), seque também de Ismail e Masson [13, Teorema 2.1]. Os autores
em [13] consideram a férmula de recorréncia da forma

Rn(z) = (Z - B}LI))Rn—l(Z) - By(?)(z - 67(13))Rn—2(z)7 n Z 17
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com R_y(z) = 0 e Ri(2) = 1, a qual é reduzida para a férmula de recorréncia do tipo
considerado no presente texto quando {B,(?)}flo:l € a sequéncia nula. Para comparar
exatamente com a formula de recorréncia (1.5), pode-se ainda impor outras restri¢oes
sobre as sequéncias {@(Ll) o, e {/BT(LQ) o .. Por exemplo, a restri¢ao sobre {B,sl) o, €é
|5,(L1)| =1paran > 1. De [13, Teorema 2.3], junto com o fato de que os zeros de R, sao
todos simples e pertencem ao circulo unitdrio |z| = 1, pode-se deduzir que o funcional de
momento N pode ser escrito como N'[f] = [, f({)da(C). Com as condiges especificas
assumidas em (1.5), serd estabelecido na prozima se¢ao que da(C) = (1—)du(C), onde
du(¢) € uma medida positiva no circulo unitdrio.

4 A medida no circulo unitario u e o respectivo fun-
cional de momento M

Dadas as sequéncias de polinomios {R,,(2)}5°, e {Qn(2)}22,, obtidas da sequéncia
real {c,}22,, da sequéncia encadeada positiva {d,}22, e das respectivas férmulas de
recorréncia de trés termos (1.5) e (3.2), considere {4, (2)}22, e {B.(2)}52, sequéncias
de polinomios tais que

Ap(2) == Rp(2) — Qu(z) e Bu(z) :=(z—1)R,(2), n>0. (4.1)
Neste caso, tem-se

Anii(2)  An(z) 1 [Qnﬂ(z) %(z)} , n>0. (4.2)

Bui(2)  Ba(z)  z2—1[Ruu(2) n(2)
Com efeito,
Ani1(2)  An(z) _ Rua(2) = Quinl2) {Rn(Z) — Qn(z)}
Bni(z)  Ba(z) (z = 1) Rni1(2) (z = 1)Rn(2)
_ 1 {Qn—i-l('z) _ Qn('z)}
z=1[Rua(2)  Ru(2)

T on g Og(zm )

An—l—l(Z) - An(Z) —_ Tn,n 1 n > 0 (43)
Ben) - Bule) | g v 0uf(1/2))
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Ondea para n Z 07 Tn = (22n+1d1d2 ot dn+1)/rn+1,n+17

05(2n+1) = hn+12n+1 + hn+22n+2 + - > hn+k € C, ke N,

Os ((1/Z>n+3) = ﬁn+3(1/z)n+3 + Bn+4(1/z)n+4 +y hppon €C, keEN
De fato, considerando-se expansoes em séries em torno da origem e do infinito do tipo

1i2=1+2+52+---, e %:(1/w)+(1/w)2+(1/w)3+---

(em que |Z| < 1 e |1/w| < 1), utilizando (3.13) e a igualdade em (4.2), tem-se, para
n > 0, que

Ar()) Az 1 [Qua() Qul2)
Bnii(2)  Bu(2) 2= 1[Run(z)  Ral)
' ;_nzn+01(zn+1)’
- 1 :’_nznﬂ + Oo((1/2)™42),

) _
(L2424 ) Lo (L2422 40) Oy (2",

S C Rt TS
L W - - -0,
( ;izn + hng1 2" g2

- w1
L Tn,n zn+2

+ ﬁn+3(1/2’)n+3 + iLn+4<1/Z)n+4 + - y

=
_—% 2" 4 Os(2" )
TTL?"L
= ’7 1 5 n Z O,
__m + On((1/2)"F3
| s/
onde _ _
hn—l—l = j—n + ln—f—l; hn+2 = ;—n + ln+1 + ln+27 ceey
Bn+3 - _ﬁ - ~n—&—27 Bn+4 - _ﬁ - Zn+2 - zVn—&-37 ceey
Tn,n rn,n
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e, de modo geral, h,, ¢, Bn+2+k € Cparak € N, com [, e in+1+k dados como na prova
de (3.13).

Com os resultados da secao anterior e do inicio desta secao é possivel, agora, es-
tabelecer um dos principais resultados apresentados no trabalho de Castillo et al. [6],
o qual configura-se, também, como o primeiro passo em direcao ao alcance do obje-
tivo principal do presente artigo, a saber: obter uma tnica medida de probabilidade
nao trivial no circulo unitdrio associada ao par de sequéncias reais {{c,}>2, {d,}>2}
(que esta conectado a relagdo de recorréncia de trés termos (1.5) satisfeita pelos po-
linémios R, (z)) de tal modo que {R,(z) — 2(1 — m,)R,,_1(z)} representa a sequéncia
de polinémios ortogonais com relagao a essa medida, sendo {m,}2, a sequéncia de
parametros minimal da sequéncia encadeada positiva {d, }2 ;.

Teorema 4.1 Associado ao par de sequéncias reais {{c,}>2,{d,},} existe uma
unica medida de probabilidade nao trivial p no circulo unitario. Se My > 0, onde
{M,}>2, € a sequéncia de parametros mazimal de {d,}>2 |, entdo p tem um ponto puro
com massa My em z = 1. Além disso, se N é o funcional de momento associado a
{en}22 e {d,}2, como no Lema 3.4, entdo

N[ :/CQ_”(l—C)d,u(Q), n==1+2 .. ..

Demonstragao: De (4.3) tem-se que existem expansoes em séries Fy(2) e Fio(2) tais

que
A, ~
Fo(z) — B EZ = g—"z" +O05(z"™), n>0 (4.4)
’ A, (2) 1
n\% - Tn n+3
Fuo(2) — Baz) ~ rnn o + O6((1/2)"™), n>0. (4.5)
Logo, definindo
Fo(2) i= —py — oz — p32® — pg2® — -+ | (4.6)
e
_ Ho A1 H—2 K3
Fol2) ="+ 5+ o+ ot (4.7)

tem-se entao, de (3.14), (3.15), (4.1), (4.4) e (4.5), que os niimeros py, satisfazem

o =14 v, Pon=1—= v, n=123 ., (4.8)
j=1 j=1
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com py = 1. Com efeito, de (4.1), segue que

An(z) _ Ra(2) —Qn(z) _ 1 1 Qn(2)

Bu(2)  (z—1DRn(2) z—1 z—1R,(2)

Consequentemente, utilizando (3.14) e (4.4), obtém-se

_ 1 1 _
Fo(z) — j—”z" — Os(2") = —— — Eo(z) — j—”z" — O,(z")],

Tnn z—1 z-—1 Tnn

ou, equivalentemente,

(2= DFy(2) = 1+ Fo(2) = 221 4 (2 — 1)Os(") + 04 (=),

Tnn

Dai, considerando Fy(z) e Fy(z) definidos, respectivamente, como em (3.16) e (4.6), é
possivel observar que

(1 =1 = 1)+ (po — 11 = v2)z 4 (p3 — i = v3)2” - - -+ (ftn g1 — . — Vpy1)2" = O(2" ),
de onde segue (por comparagao de coeficientes em ambos os lados da igualdade) que
,uj—,uj,l—vj:(), j:1,2,3,...,n—|—1, ’I’LZO,

com pg := 1. Disto, tem-se

n+1 n+1
Hnt+1 — o = Z(Mj = pj-1) = Z%‘a n =0,
j=1 j=1

ou ainda,
n

,unzl—i—Zvj, n > 1.
j=1
De forma semelhante, utilizando (4.9), (3.15) e (4.5), chega-se a igualdade

Fu(z) + 2L 0g((1/2)+)

rn,n zn+2

_ o L n+2
= Z_l{Eoo(Z) R O((1/2)"™)],

a qual implica em

(2 = DFw(2) = 1+ Exo(2) = ——— 5 + (2 = 1)06((1/2)") + O2((1/2)"*?).
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Consequentemente, tomando F.(2) e F(2) definidos, respectivamente, por (3.17) e

(4.7), obtém-se

H—1—Ho—Vo H—2— -1 — V1 H—(n+1) — Bb—n — U

(o—1)+ . + = +-- o+ pove

O((1/2)"*?).

Observe que, comparando-se os respectivos coeficientes em ambos os membros da tltima

igualdade, pode-se concluir que
:u—j_:u—j—i-l—i_v—j-i-l:()a j:172737"'7n+]—7

com o := 1. Dali, tem-se

n+1 n+1

H—(n+1) — Ho = Z(M—j — Peji1) = — ZU—jH, n =0,

J=1 Jj=1

ou, equivalentemente,
n

Pp =1— Zv_j+1, n > 1.

=1

n > 0.

Agora, uma vez que v; = —U_;41 para j > 1 (veja (3.18)), é possivel concluir-se a

partir de (4.8) que

Portanto,
Mk = g, k=1

Observe que definindo o funcional de momento M por

MM =, k=0,41,£2,..., (4.10)
entao,
—k 1—-¢*
MM =1-N T—¢ kE=0,£1,+2 (4.11)
Com efeito, de (3.27), tem-se
k k . k .
Yo=Y N[(7]=N [Z g—J] : (4.12)
j=1 j=1 j=1
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Mas, considerando

k
T(Q) =D (T =44+ (4.13)

j=1

obtém-se
Q)= ¢ = (M Y (R
—(CPH P R

— C_l o C_k_l-

Dai

Je(€) =

g1_§k1——1"<k:=-<1_<)k>. (4.14)

1-¢t (-1 1-¢
Logo, levando-se em consideragao a primeira igualdade em (4.8) e utilizando (4.12),(4.13)
e (4.14), conclui-se que

k
MM =pe=14> v =1+N

Jj=1

Jj=1

] o]

0 que representa a igualdade (4.11).
Observe, também, que a partir das relagoes dadas em (4.8) tem-se

V= U—lp — k-1, k:O,il,iQ,....

Isto ocorre ja que, para k =1,2,---, vale
k k41
M — Pomk—1 = Pk — e (k1) = [1 - Z U—j+1] - [1 - Z U—j+1] = U_g
j=1 j=1
e para k =0 e k = —1, observa-se, respectivamente, que

1
#O_N—lzl_,u—lzl_ ll_zv_]‘+1] :1—<1—UQ):U0,

J=1

1

1+Zuj] —1=(1+wv)—1=u.

J=1

p—po = p1— 1=
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Além disso, para k = —1,—2, -+, fazendo-se w = —k = 2,3, - - -, obtém-se

w w—1
1+ZU]‘]— 1+ZU]] = Vypy — V_k.
j=1 =1
Dessa forma, os funcionais de momento M e N (dados, respectivamente, por (3.27)

e (4.10)) satisfazem

M[gk(l - C)] = M[Ck - CkH] = M[Ck] - M[QkH] = HP—k — H—(k+1)
= pop — pop1 = vy = N[,

Mt — P—k—1 = M — Pw—1 =

isto é,
N[ =M[CF1=0)], k=0+1,%2,.... (4.15)
Agora, considerando a decomposicao parcial de A, (z)/B,(z), tem-se
An(z)  Ru(z) — Qu(2) Ano "N Ay
_ _ _Ang 416
B,(2) (z—=1)R,(2) z—1 +; Z— Zn; (4.16)
onde z,;, para j = 1,2,...,n, sdo os zeros de R,(z),
Qn(1) Qn(2n, ) :
Ano=1-— e A\j= - , 7=12,...,n. (4.17)
R,(1) T (1= 2ng) R (2ny)

De fato, a igualdade em (4.16) é valida se, e somente se,

Cn() = Mo+ (2—1) 2”: _Ang . z# 1L

z — ij

1—

J=1

Logo, tomando o limite quando z tende para 1 em ambos os membros da igualdade
acima chega-se a primeira relagdo em (4.17). De modo andlogo, a relacao (4.16) é
verdadeira se, e somente se,

R (2) — Qn(2) An0 . Anj )
— Lip 7 n —77 .79 :]-727"'7 )
o R(Z)Z_l—l—R(z)jElZ_sz 2F Znj, J n
ou ainda,
Rn(2) — Qn(2) Ano ~ Ay
— = Ral2)—7 + [Ry(2) — Ru(2n)] 32_1 i # Znj,
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com j =1,2,...,n. Dal, como R,(%,;) = 0 para todo j = 1,2,...,n (j4 que z,; com
j=1,2,...,n, sdo os zeros de R,(z)), tomando o limite quando z tende para z,; em
ambos os membros da tltima igualdade, obtém-se

Qn(zna j) /

m - Rn(vaj)/\n,m J=12...,n,
n’]

o que equivale a segunda relacao em (4.17).
Observe que da primeira igualdade em (4.17) e do Lema 3.3, segue imediatamente
que
1—d1:)\170 >)\270> >)\n,0 >)\n+1,0>

n—oo
Além disso, da segunda igualdade em (4.17), considerando V,,(z) e U,(z), respectiva-
mente, como em (2.6) e (3.11) (veja também (3.12)) e levando em considera¢ao que
R, (znj) = 0 e Ry_1(2s;) # 0 para todo j = 1,2,...,n (veja Lema 2.1), é possivel
observar que, para j =1,2,...,n, vale

/\ _ Qn(znaj) — Qn(znvj)Rnfl(znaj) _ Un(’ZTLJ)

T (1= 20 )Ry (2ng) (1= 20 )Ry (20) Rt (20, 5) (1= 20j) Vi)

Consequentemente, usando a relacao (2.7) (obtida no Lema 2.3) e a relagao (3.12),
tem-se

Un(2n,5)
22n—1d1d2 L dnzzglzagn—2)2—(2n—3)
(1= 205) (25 — D)Wa(2n,)
4d1d2 s dn Zn,j

= >0, j=12,...,n.
Wi(ns) (1= 2n5)(2n; — 1)

Anj =

Aqui, a positividade de A, ;, j = 1,2,...,n, segue do fato dos Wronskianos W, (z),
definidos em (2.4), satisfazerem W), (x, ;) > 0 nos zeros, z,;, n > 1, j =1,2,...,n, de
Gn(z) em [—1,1] (veja (2.5)), do fato da sequéncia {d,}>°, ser tal que d,, > 0, para
n > 1 (j& que {d,}>°, é uma sequéncia encadeada positiva) e do fato de que, sendo
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0

Znj = eni entao
ZnJ‘ B eien’j eiamj B 1
(1= 2n)(zn; — 1) (1 —efni)(efni —1)efni — —elfnj +2 — e 0n;
1
=08 (0n;) —isen (0, ;) + 2 — cos (=0,;) — isen (—0,.;)
1
~ —cos (0n;) —isen (0, ;) + 2 — cos (6, ;) + isen (0,,;)
B 1 B 1 B 1 .
2 —2cos (6,,;) 4 1 cos(by,) Lsens? Oy ;
2 2 2

para todo j =1,2,...,n, (n > 1).
Além da positividade dos elementos A, ;, 7 = 0,1,2,...,n, por considerar o limite
de zA,(2)/B,(z), quando |z| = oo, tem-se ainda

> =1 (4.19)
§=0

Com efeito, observe que, de (4.16), por um lado, vale

2A0E) _ ZRu(2) - Qua)] _ Ra(2)-Quz) _ 1 Qi)
Bn(2) (z = Dfn(z) (1 - %) R () (1 - %) (1 - %) R,(2)
de onde segue que A,(2) 0.(2)

ja que, de (3.15) e (3.17), tem-se lim|. o0 [@n(2)/Rn(2)] = 0. Por outro lado, usando
novamente (4.16), obtém-se

ZAn(Z) )\n 0 = )\n j )\n 0 )\n j
— ) Z _|_ 2. Z — I _l_ 3 -
B.(z)  (2—1) ; 2 — Zn,; (1 B 1) ; ~ Zny
z
z
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Consequentemente,
. 2AL(2) . Ao U W
l = 1 — —_—
1—-- j=1 >
z

N DL P (4.21)
j=1 =0

e o resultado em (4.19) segue, portanto, de (4.20), (4.21) e da unicidade do limite.
Agora, definindo-se funcoes escada 1, (e?), n > 1, no intervalo [0, 27, por

(

0, se 0 =0,
)‘7%07 se 0<4@ < 9n,17

0y _ k
wn(e )_ Z)\n,j7 S¢ 9n,k<9§9n,k+17 ]{}:172,...,71—1,
§=0
L1, se  Op, <0< 2m,

entao, uma vez que z, ; = eni j=1,2,...,n (n>1), tém-se, da definicio da integral
de Riemann-Stieltjes e de (4.16), que

1 1 "o Ao Z” Mg _ An(2)
—d n == . A’r]/ N An i — : ’J = )
/c z2—C Yalt) P ; FapwEa A Znj  Balz)

ou seja,

An(z) 1 .
B /c Z_Cd¢n(C), > 1. (4.22)

Dai, aplicando o teorema de sele¢ao de Helly (veja [15]), tem-se que existe uma sub-
sequéncia {n;} tal que wnj(ew) converge para uma func¢ao limitada e nao-decrescente
em [0, 27]. Denotando essa fungao por ju(e?), como

/C d6n(() = Y A =1 (4.23)

(que segue da definigao da integral de Riemann-Stieltjes e de (4.19)) e, como, consi-
derando expansoes em séries em torno da origem e do infinito, (4.4), (4.5)) e (4.22),
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vale
Fo  H-1 | P2 pn  Au2)
PRI I B, (z)
1 1 1
= dip,(O) = | = o,
;=g nle) /cz{l—(C/z)} ¥nlC)
_ 1 ¢ ¢
- [F[es G
= ;m/ccwn«)
(&
—iy — oz — f132° — o — 2" = 2:22
1 1
= i, (C) = 1 .,
[ om0 == [ & [z 0
1 22
- _/CZ{“FZJF?JF }d%(C)
= Zj C*(jJrl)dw (C)’
)
entao
/de%(é):u_k, k==+1,£2,...,+n. (4.24)
C

Agora, tomando o limite da subsequéncia ¥, (€9), a qual converge para u(e?), tem-se,
por (4.23) e (4.24), que

/cdﬂ(g)ﬂ:/wm e /CdeM(O:N—kZM[Ck], = 41,42,. . (4.25)

onde M ¢é o funcional de momento definido em (4.10).

Finalmente, a partir de conhecidos resultados na literatura sobre problemas de mo-
mento no circulo unitario, pode-se concluir que p ¢ a inica medida de probabilidade que
satisfaz as relagoes (4.25). Além disso, da construgao estabelecida acima e da defini¢ao
da integral de Riemann-Stieltjes, tem-se também que

/C FQOdn(@) = S Flons) s + F(DAug

j=1

_ /c FOdIC) + F(D)Ano, (4.26)
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onde 9, (¢"), n > 1, sdo funcdes escada no intervalo [0, 27], do tipo

0 se 0<60<0,,

]~

U (e?) = Anjr, € Opp <0< 0Oppp, k=1,2....n—1

o

, se  On, <0 <2rm

— .

Essa sequéncia de fungoes também (pelo teorema de selecao de Helly) possui uma
subsequéncia {n,} tal que wn (e¥) converge para uma fungao limitada e ndo-decrescente
em [0, 27], a qual serd denotada por ji(e?). Logo, tomando o limite na igualdade (4.26)
quando n — 0o, e levando em consideracao que por (4.18), lim,, o Ao = My, obtém-se

/C F(Q)d() / F(Qd(C) + F(1) Mo,

de onde segue que a medida ;1 tem um ponto puro de massa My em z = 1.
Observe também que a igualdade em (4.15), junto com as relagoes em (4.25), ga-
rantem que, para k = 0,+1,£2,..., vale

NICT = MICM(1 - Q) = MIC] = MIC
- / ¢ / ¢ ”“du / ¢ (1= Qd(©),
e isto conclui a prova do teorema. [ |

5 Outras propriedades de R,(z) e os OPUC associ-
ados

Nessa secao apresentam-se algumas propriedades adicionais satisfeitas pelos po-
linémios R,(z) que ajudarao a determinar a sequéncia de polindmios ortogonais as-

sociada a medida de probabilidade p obtida na secao anterior. Inicialmente, observe
que, do Teorema 4.1, tem-se

ve = N[(7F = /C(—’f(l —O)du(¢), k=0,41,42,....
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Dai, considerando R, ({) = Z?:o ;¢?, 0 Lema 3.4 garante que

/CC‘”+kRn(C)(1 —Qdp(¢) = i}rmj UC ¢ —C)du(C)}

- Zrn,j/\/’[(%kﬂ} N [Z rwcmkﬂ']
J=0 =0

= NI R, (Q)]
= 0, (5.1)
para k=0,1,...,n—1, comn > 1.

O seguinte lema relaciona os valores das integrais [, R,(¢)dj(¢) com a sequéncia de
parametros minimal da sequéncia encadeada positiva {d,}72 .

Lema 5.1 Seja 4, = [, Rn(¢)dp(C), com n > 0. Entdo
Yo=1 e H=21—my) Y1, n>1, (5.2)

onde {m,}5°, € a sequéncia de parametros minimal da sequéncia encadeada positiva
(e.]
{dn}nzl'

Demonstragao: Primeiro observe que, sendo Ry(() = 1, usando a defini¢do de 4,
e o fato de p ser uma medida de probabilidade (veja a primeira igualdade em (4.25)),
tem-se

%zL%@W@ZLM@ZL

0 que garante a primeira parte de (5.2). Por outro lado, sendo R;(z) = (1+icy)z+ (1 —
ic1), usando a defini¢ao de 4, e a relagdo da medida p com sua respectiva sequéncia de
momentos {pu;}7> . (dada em (4.25)), obtém-se

5 = / Ru(C)dp(¢) = / (14 ie)C 4+ (1 — e ()

c

= (e [ Cu©)+ (1= ier) [ du(©
c c
= (1 + iC1)[L_1 + (1 — iCl). (53)
Mas, da segunda igualdade em (4.8) e das relagoes entre as sequéncias {7, }°°,, {c,}22,
e {d,}°°, (dadas no enunciado do Lema 3.4), sabe-se, respectivamente, que

1
M_lzl—zv_j+1:1—’l)0 € U[):le/(]_—f—icl).

J=1
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Logo, uma vez que m; = d; (pois {m,}2, é a sequéncia de parametros minimal para
{d.}22,), a igualdade (5.3) pode ser reescrita como

2d,
1 —f- iCl

e isto mostra a segunda parte de (5.2) para n = 1.

Para provar os demais casos de (5.2), observe inicialmente que, a partir de (5.1) com
k=n—1, tem-se

0= RO =) = R,(O)d — [ R,(O)d
[ R00=0du0) = [ R0 - [ Rulautc)
= [ RO =,

de onde segue que
Yo = [ CT'RL(Q)du(C).
= [ RO

Dai, fazendo k = n — 2 em (5.1) e usando a igualdade anterior, obtém-se

_ —2 _ _ —2 _ —1
0= [CRA0 =000 = [ RO = [ RO
= [ R0 4.

ou ainda,
o= [ ¢PRAQNCC)
c

Logo, continuando o processo acima para k =n — 3,n —4,...,0, pode-se concluir que
/%z/fﬂ&@mmo,jzaL”wm n>1. (5.5)
c

Consequentemente, utilizando a férmula de recorréncia de trés termos (1.5), é possivel
observar que, para n > 1, tem-se
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St = / M R (Odu() = / U+ i)+ (1 — i) Ra(Q)dp(0)
C C
ddy /c Rt (O)du(0).
= (1 ticun) / Ru(Q)du(C) + (1 — icyn) /C U RA(Qdu(0)

C

d,., / Ro1(O)dp(€)

C
= (1 + Z-CnJrl):yn + (1 - Z'Cn+1)% - 4dn+1;}/n717

ou ainda,
’S/n-‘rl = 2’3/71 - 4dn+1§/n—17 n Z 1. (56)

Agora, observe que a igualdade (5.6) é equivalente a

2-%)
2;}’11 - :)/nJrl o ;Yn ’A)/n

dipy = dp1 = - = 0=
b ! 471171 2’7n71 2
;Yn :YnJrl
= 1— =(1- n)Yn+1; > 17 5.7
(1= ) = 0= 57)
onde .
Tn
Gn =1 — — , n>1. 5.8
2’77171 ( )

Logo, usando (5.4), obtém-se

" _ 2(1 —my)
2% 2.1

11— g1 = =1- my,

e, portanto, g7 = my. Mas, do fato da sequéncia de parametros minimal de uma
sequéncia encadeada positiva {d, }° ; ser ainda uma sequéncia de parametros da sequéncia
encadeada positiva {d; ,}7, obtém-se, de (5.7), a seguinte igualdade

(1 —=my)me =di1 = (1—g1)go,

de onde segue que g, = my. Seguindo sucessivamente esse processo é possivel concluir
que g, = m,, para todo n > 1, o que garante por (5.8) que

~

Tn

1=
2771—1

=m,, n=1,
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ou, equivalentemente,
’?n = 2(1 - mn)&n—la n > 17

o que conclui a prova do lema. [ ]

Agora, como consequéncia imediata do Lema 5.1 (veja também (5.5)), tem-se

/@ ¢) = 2(1 = M) Rucr ()] dia(<)
_ / CFRA(O)dp(C) — 2(1 — my) /C CFRua (O)dp(©)
n— 2( 1—mn)% 1
= ﬁyn_’yn
— 0, k=0,1,....n—1, n>1. (5.9)

Dai, usando o fato de R, (z) — 2(1 —m,)R,—1(z) ser um polinémio de grau exatamente
n com o coeficiente do termo de maior grau, 7, ,, sendo 1, , = HZ=1(1 + icg) (veja
(3.10)), ¢ possivel estabelecer o seguinte teorema (o qual fornece a respectiva sequéncia
de polinomios ortogonais em relacao a medida p obtida na se¢ao anterior):

Teorema 5.2 Se a sequéncia de polinomios {S,} € tal que
So(z) = H (14 ick) = Ru(2) —2(1 —my)Ry—1(2), comn > 1,
k=1

entio {S,(2)}52, € a sequéncia de OPUC ménicos com relagio a medida p(z).
Demonstracao: De fato, uma vez que Sp(z) =1#0e

Sn(Z) _ Rn(z) _3(1 _ mn)R’ﬂ—l(Z> $—£ O, n > 1’

[+ ick)

k=1

tem-se

/&@EﬁwwzfﬁﬁWM@ﬂ@W%&nz&
C C

Além disso, como S,,(z) é um polinémio moénico de grau exatamente m, fazendo
Sm(2) = 20 bmj?, bmj € C (bym = 1), m > 0, pode-se observar, por (5.9),
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k=
= 0, m=0,1,...n—1, n>1,

Consequentemente, usando (1.2 ode-se afirmar que {S,(z)}°, é a sequéncia de
) ) n=0
polinémios ortogonais monicos, no circulo unitério, com relagao a medida p(z). [ |

Observacao 5.3 Do teorema acima, e levando-se em consideracao que Sse
Ru(2) = Y orn ?, entdo, paran > 1, rny = Tpo = [, (1 +ic) (veja (3.10)),
pode-se afirmar que os coeficientes de Verblunsky associados a medida p, isto é,

an_1 = —5,(0), comn > 1, sao dados por

n

1—2m, —ic, 1+1ic
n—1 = ) > 1.
At 1+1c, 1;[1 1 —icg
Com efeito, para n > 1, tem-se
(R (0) = 2(1 — myp) Rn—1(0)] [rno — 2(1 — M) rn—1,]

Op—1 = _Sn(o) = - n ; = - ) ;
Hk:l(l - ch) Hk:l(l - ch)
—Tno+ 200 =m0 — 11— (1 +ic) + 2(1 — my) [Ir= (1 + dcy)
_ _ k=1 k=1

[Trz (T —icy) [Tiz (T —icy)
n . [Ty (1 + ick) 2(1 — ma)
[Ty (1 —icy) HZ:l(l — icy)
[Trzi (1 +icy)

B 1—2mn—icnﬁ1—|—ick

Ltic, o 41—ic
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6 Consideracoes finais

De forma conclusiva, destaca-se que o proposito deste trabalho nao foi a proposicao
de resultados inéditos, mas sim a sistematizacao e o esclarecimento, sob uma perspectiva
didatica, de fundamentos tedricos essenciais sobre os polinomios ortogonais no circulo
unitdrio e sobre as formulagoes do tipo Favard. A organizacao das demonstracoes,
acompanhadas de comentarios explicativos e relacoes de recorréncia, pretende contribuir
para uma compreensao mais acessivel e coerente dos conceitos que sustentam essa area
da Matemadtica. Ao incorporar referéncias contemporaneas [4, 14, 19, 23], reafirma-
se a relevancia continua desses resultados e o papel que exercem na consolidacao de
abordagens modernas dentro da teoria dos polinomios ortogonais e de suas aplicagoes.
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