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Resumo

O Teorema de Favard, amplamente conhecido no contexto da reta real, assegura a
existência de uma única medida de probabilidade para a qual certos polinômios, que sa-
tisfazem uma relação de recorrência de três termos, são ortogonais. No ćırculo unitário,
existe uma versão bem estabelecida deste resultado. Entretanto, diferentemente do caso
real, a medida obtida nessa configuração não gera polinômios ortogonais que obedeçam
a uma relação de recorrência de três termos. Este artigo, baseado em uma pesquisa
de Mestrado em Matemática realizada na Universidade Federal do Maranhão, investiga
um Teorema do tipo Favard no ćırculo unitário, conforme apresentado por [6]. O estudo
foca em polinômios que satisfazem uma relação de recorrência de três termos, onde os
coeficientes que aparecem nessa relação são sequências reais, incluindo uma sequência
encadeada positiva. O principal objetivo é explorar e detalhar os aspectos técnicos
que sustentam esse teorema, preenchendo lacunas e complementando resultados não
explicitados no trabalho original.

Palavras-chave: Polinômios ortogonais no ćırculo unitário. Relação de recorrência de
três termos. Sequências encadeadas positivas. Frações cont́ınuas.

Abstract

Favard’s Theorem, widely known in the context of the real line, ensures the existence
of a unique probability measure for which certain polynomials, satisfying a three term
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recurrence relation, are orthogonal. On the unit circle, there is a well established ver-
sion of this result. However, unlike the real line case, the measure obtained in this
configuration does not generate orthogonal polynomials that satisfy a three term recur-
rence relation. This article, based on a Master’s research in Mathematics conducted at
the Federal University of Maranhão, investigates a Favard type Theorem on the unit
circle, as presented by [6]. The study focuses on polynomials that satisfy a three term
recurrence relation, where the coefficients appearing in this relation are real sequences,
including a positive chain sequence. The main objective is to explore and detail the
technical aspects that support this theorem, filling gaps and complementing results not
explained in the original work.

Keywords: Orthogonal polynomials on the unit circle. Three term recurrence formula.
Positive chain sequences. Continued fractions.

1 Introdução

Os polinômios ortogonais têm suas ráızes nas áreas de Análise e Trigonometria,
estando intimamente ligados às Frações Cont́ınuas, uma vez que sua origem remonta
ao estudo de casos especiais dessas frações por matemáticos como Stieltjes, Gauss e
Jacobi (veja Szegő [24]). Além de sua relevância teórica, a teoria dos polinômios orto-
gonais desempenha um papel fundamental na resolução de problemas em diversas áreas
da Matemática Pura e Aplicada, contribuindo para estudos em equações diferenciais,
interpolação, aproximação numérica, estabilidade numérica e frações cont́ınuas, além
de ter aplicações em campos como Mecânica Quântica e F́ısica Estat́ıstica (para mais
detalhes, consulte, por exemplo, [1], [2], [3] e [12]).

Formalmente, os polinômios ortogonais são definidos por meio de uma relação de
ortogonalidade em um espaço de funções ponderado por uma medida. Especificamente,
uma sequência de polinômios {Pn}∞n=0 é chamada de sequência de polinômios ortogonais
com relação à medida γ no intervalo (a, b), se Pn é de grau exatamente n e

⟨Pm, Pn⟩γ =

∫ b

a

Pm(x)Pn(x)dγ(x) =

{
0, se m ̸= n
ρn ̸= 0, se m = n

.

Neste caso, a medida (positiva) γ é uma função real, definida no intervalo (a, b),
−∞ ≤ a < b ≤ ∞, limitada, não decrescente, com infinitos pontos de aumento e
tal que as integrais de Stieltjes

µn =

∫ b

a

xndγ(x), n = 0, 1, . . . ,
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existam.
Uma propriedade extremamente útil, e que merece destaque, relativa aos polinômios

ortogonais na reta real, é o fato desses polinômios satisfazerem uma relação de re-
corrência de três termos. Essa relação para polinômios mônicos (ou seja, polinômios
cujo coeficiente do termo de maior grau, an,n, é igual a 1, sendo an,n o coeficiente de
grau n de um polinômio de mesmo grau) é dada por:

Pn+1(x) = (x− αn+1)Pn(x)− βn+1Pn−1(x), n ≥ 0, (1.1)

com P0(x) = 1, P−1(x) = 0, βj+1, αj ∈ R para j ≥ 1.
Um conhecido resultado da literatura, chamado Teorema de Favard, garante que se

{Pn}∞n=0 é uma sequência de polinômios mônicos satisfazendo a relação de recorrência
de três termos (1.1), então, sob certas condições na sequência real {βn}∞n=1, é posśıvel
obter-se uma única medida de probabilidade em relação à qual a sequência de polinômios
{Pn}∞n=0 é ortogonal (veja, por exemplo, Chihara [7]).

Os polinômios ortogonais também podem ser analisados no contexto do ćırculo
unitário, que é o foco deste trabalho, de caráter essencialmente expositivo e integra-
dor, reunindo resultados consolidados sobre polinômios ortogonais no ćırculo unitário e
formulações do tipo Favard.

Mais do que apresentar novos resultados, busca-se oferecer uma leitura didática e
coerente de demonstrações, relações de recorrência e propriedades fundamentais que
estruturam essa teoria. A intenção é favorecer a compreensão dos aspectos técnicos e
conceituais que, por vezes, são tratados de forma muito sintética na literatura especia-
lizada.

Neste sentido, o trabalho se apoia em formulações clássicas, como as discutidas
por Castillo et al. [6], e dialoga com abordagens contemporâneas sobre polinômios
ortogonais no ćırculo unitário e sequências encadeadas positivas, presentes em estudos
de Simon [23], Bracciali et al. [4], Ismail e Sri Ranga [14], e Marcato et al. [19].

Vale ressaltar que o estudo dos polinômios ortogonais no ćırculo unitário, também
conhecidos como polinômios de Szegő, teve ińıcio na primeira metade do século XX
com Gabor Szegő. Atualmente, estes polinômios, vêm chamando a atenção de muitos
pesquisadores, sobretudo devido a suas aplicações em diversas áreas e temas da Ma-
temática, tais como, regras de quadratura, processamento de sinais e teoria espectral
(para outras aplicações veja, por exemplo, [5, 17, 20, 21, 22, 25]).

Salienta-se que, sendo µ(z) = µ(eiθ) uma medida de probabilidade não trivial no
ćırculo unitário C = {z = eiθ : 0 ≤ θ ≤ 2π}, uma sequência de polinômios ortogonais,
no ćırculo unitário, {Sn}∞n=0, com relação à medida µ, pode ser definida por∫

C
Sn(z)Sm(z) dµ(z) =

∫ 2π

0

Sn(e
iθ)Sm(eiθ) dµ(e

iθ) =

{
0, se m ̸= n

κ−2
n ̸= 0, se m = n

, (1.2)
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onde Sn é um polinômio de grau exatamente n. Aqui, conforme a terminologia adotada
por Simon [21], a medida µ é não trivial se o seu suporte é um conjunto infinito, e µ é
uma medida de probabilidade se µ(C) = 1. Além disso, diz-se que z0 ∈ C é um ponto
puro (ou ponto de massa) de µ, se a medida desse ponto é positiva, ou seja, µ({z0}) > 0.

Diferentemente dos polinômios ortogonais na reta real, os polinômios ortogonais no
ćırculo unitário não satisfazem uma relação de recorrência de três termos. Todavia,
quando mônicos, esses polinômios satisfazem as relações

Sn(z) = zSn−1(z)− αn−1 S
∗
n−1(z),

Sn(z) = (1− |αn−1|2)zSn−1(z)− αn−1S
∗
n(z),

n ≥ 1, (1.3)

onde S0(z) = S∗
0(z) = 1, αn−1 := −Sn(0) e S∗

n(z) := znSn(1/z̄) denota o polinômio
rećıproco de Sn(z).

Os números complexos αn são usualmente conhecidos na literatura como coeficientes
de Verblunsky, e por serem oriundos da sequência de polinômios ortogonais {Sn}∞n=0,
satisfazem a condição: |αn| < 1 para todo n ≥ 0 (confira, por exemplo, Simon [21]).

Uma conhecida versão do Teorema de Favard para o ćırculo unitário (denominada
Teorema de Verblunsky) assegura que se {αn}∞n=0 é uma sequência arbitrária de números
complexos tais que |αn| < 1, n ≥ 0, então, associada a esta sequência, é posśıvel obter-se
uma única medida de probabilidade não trivial µ, suportada no ćırculo unitário, tal que
os polinômios Sn(z), n ≥ 0, gerados pelas relações (1.3), são os respectivos polinômios
de Szegő mônicos (veja, por exemplo, [11] ou [21, Teorema 1.7.11]).

Vale frisar que na versão do Teorema de Favard para o ćırculo unitário mencionada
acima, as relações de recorrências para os polinômios de Szegő não são relações de
recorrência de três termos (como no caso real). Além disso, os coeficientes envolvidos
não são compostos apenas de sequências reais, já que no caso envolvem a sequência de
números complexos {αn}∞n=0.

Diante do exposto, o presente artigo tem como principal objetivo apresentar um
teorema do tipo Favard para o ćırculo unitário associado a polinômios que satisfazem
uma relação de recorrência de três termos. Neste caso, os coeficientes que aparecem na
relação de recorrência são sequências reais, sendo uma delas uma sequência encadeada
positiva.

É importante mencionar que, segundo Chihara [7], uma sequência {dn}∞n=1 é deno-
minada sequência encadeada positiva se existe uma outra sequência {gn}∞n=0 tal que

0 ≤ g0 < 1, 0 < gn < 1, para n ≥ 1, e dn = (1− gn−1)gn, para n ≥ 1.

Neste caso, a sequência {gn}∞n=0 (que pode não ser necessariamente única) é deno-
minada sequência de parâmetros para a sequência encadeada positiva {dn}∞n=1. Ade-
mais, pode-se mostrar que toda sequência encadeada positiva possui uma sequência de
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parâmetros minimal e uma sequência de parâmetros maximal, denotadas, respectiva-
mente, por {mn}∞n=0 e {Mn}∞n=0. Além disso, se {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada po-
sitiva com sequência de parâmetros {gn}∞n=0, então {d1,n}∞n=1 := {dn+1}∞n=1 é, também,
uma sequência encadeada positiva com sequência de parâmetros {g1,n}∞n=0 := {gn+1}∞n=0

(para outros resultados envolvendo a teoria de sequências encadeadas positivas e suas
conexões com polinômios ortogonais veja, por exemplo, [7, 19]).

De forma mais precisa, este artigo – que representa um recorte da dissertação de
Mestrado em Matemática desenvolvida na Universidade Federal do Maranhão ([16]) –
tem como propósito discutir com maior detalhamento os resultados apresentados por
Castillo et al. [6]. Naquele trabalho, os autores demonstraram que, a partir de um
par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}, onde {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada
positiva, é posśıvel obter-se uma única medida de probabilidade µ no ćırculo unitário
tal que a sequência de polinômios

{Rn(z)− 2(1−mn)Rn−1(z)}∞n=0 (1.4)

é a sequência de polinômios de Szegő com relação a esta medida µ. Aqui, os polinômios
Rn(z), n ≥ 0, utilizados para gerar a sequência de polinômios ortogonais com respeito
a µ, dada em (1.4), satisfazem a relação de recorrência de três termos

Rn+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Rn(z)− 4dn+1zRn−1(z), n ≥ 1, (1.5)

com R0(z) = 1 e R1(z) = (1 + ic1)z + (1 − ic1). Além disso, a sequência {mn}∞n=0,
também utilizada para gerar a sequência de polinômios ortogonais (1.4), é a sequência
de parâmetros minimal da sequência encadeada positiva {dn}∞n=1 (ou seja, aquela em
que m0 = 0).

Dessa forma, a análise dessa abordagem não apenas aprofunda a compreensão da
teoria dos polinômios ortogonais no ćırculo unitário, mas também possibilita avanços
significativos no estudo de medidas de probabilidade não triviais nesse contexto, por
meio da teoria de sequências encadeadas positivas. Esse v́ınculo, embora ainda pouco
explorado na literatura, tem sido objeto de destaque em trabalhos como os de Castillo
et al. [6] e de Costa, Felix e Sri Ranga [8]. No último, a medida de probabilidade
associada ao par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} também foi recuperada, mas
por um método distinto daquele empregado em [6].

O presente artigo está organizado em seções, cuja estrutura é descrita resumida-
mente a seguir. A Seção 2 apresenta resultados sobre os zeros dos polinômios Rn(z), fun-
damentais para determinar a medida de probabilidade µ associada ao par de sequências
reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}, por meio da relação de recorrência de três termos (1.5). Na
Seção 3, com o uso da teoria de frações cont́ınuas, obtêm-se propriedades assintóticas
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das funções racionais Qn(z)/Rn(z), cujos polinômios Qn(z), n ≥ 0, obedecem à mesma
relação de recorrência que Rn(z), mas com condições iniciais distintas. Essas proprie-
dades são utilizadas na construção de um funcional de momento auxiliar, N , essencial
para determinar µ. As Seções 4 e 5 reúnem os principais resultados deste estudo. Na
primeira, obtém-se a medida µ e o funcional de momento M associado; na segunda,
demonstra-se que a sequência de polinômios dada em (1.4) corresponde aos polinômios
de Szegő relativos à medida µ. Por fim, a Seção 5 apresenta as considerações finais e
as observações conclusivas sobre o desenvolvimento do trabalho.

2 Alguns resultados preliminares

Os resultados apresentados nessa seção fornecem algumas informações importantes
relacionadas aos zeros dos polinômios Rn(z). Esses resultados serão de grande utili-
dade na obtenção da medida de probabilidade não trivial µ (no ćırculo unitário) que
está associada ao par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} por meio da relação de
recorrência de três termos (1.5).

Lema 2.1 Todos os n zeros dos polinômios Rn(z) são simples e estão no ćırculo unitário
C. Além disso, se denotarmos os zeros de Rn por zn,j = eiθn,j , j = 1, 2, . . . , n, então

0 < θn+1,1 < θn,1 < θn+1,2 < . . . < θn,n < θn+1,n+1 < 2π, n ≥ 1. (2.1)

Demonstração: Este lema é parte de um resultado um pouco mais geral estabelecido
no trabalho de Dimitrov e Sri Ranga [10] com o uso das funções Gn(x), definidas no
intervalo [−1, 1], por

Gn(x) = (4z)−n/2Rn(z), n ≥ 0, (2.2)

onde 2x = z1/2+z−1/2 e z = eiθ. Em [10] os autores mostraram que, para todo n ≥ 1, as
funções Gn(x) têm exatamente n zeros distintos em [−1, 1]. Precisamente, denotando
esses zeros por xn,j, mostrou-se que xn,j = cos (θn,j/2), com j = 1, 2, . . . , n, onde esses
zeros também satisfazem a propriedade de entrelaçamento

−1 < xn+1,n+1 < xn,n < xn+1,n < . . . < xn+1,2 < xn,1 < xn+1,1 < 1. (2.3)

Dessa forma, usando a relação (2.2), que conecta os polinômios Rn(z) com as funções
Gn(x), definidas em [−1, 1], por meio da transformação

2x = z1/2 + z−1/2 com z = eiθ, 0 < θ < 2π,
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e levando-se em consideração que os polinômios Rn(z) (gerados pela relação de re-
corrência (1.5)) têm grau n (n ≥ 1), e que cada um de seus zeros, denotados por zn,j,
j = 1, 2, . . . , n, gera um zero da função Gn(x) (e vice-versa), já que

(4z)−n/2 =
1

(4z)n/2
=

1

(4eiθ)n/2
̸= 0,

pode-se concluir que todos os n zeros dos polinômios Rn(z) são simples, estão no ćırculo
unitário C e são tais que

2xn,j = z
1/2
n,j + z

−1/2
n,j , com zn,j = eiθn,j , 0 < θn,j < 2π.

Além disso, a propriedade (2.1), satisfeita pelos argumentos θn,j, j = 1, 2, . . . , n, de
zn,j = eiθn,j , segue diretamente da propriedade de entrelaçamento (2.3), satisfeita pelos
zeros, xn,j = cos (θn,j/2), das funções Gn(x).

Observação 2.2 (i) Uma vez que os zeros zn,j = eiθn,j , j = 1, 2, . . . , n, dos po-
linômios Rn(z), n ≥ 1, são tais que 0 < θn,j < 2π para todo j = 1, 2, . . . , n,
tem-se que z = 1 não é um zero de Rn(z), n ≥ 1, isto é, zn,j ̸= 1 para todo
j = 1, 2, . . . , n, ou ainda,

Rn(1) ̸= 0, para todo n ≥ 0.

(ii) Em Dimitrov e Sri Ranga [10] também foi mostrado que as funções Gn(x), dadas
por (2.2), satisfazem a fórmula de recorrência de três termos

Gn+1(x) =
(
x− cn+1

√
1− x2

)
Gn(x)− dn+1Gn−1(x), n ≥ 1,

com G0(x) = 1 e G1(x) = x− c1
√
1− x2. Além disso, as funções de Christoffel-

Darboux associadas (ou Wronskianos)

Wn(x) = G
′

n(x)Gn−1(x)−G
′

n−1(x)Gn(x), n ≥ 1, (2.4)

as quais não são necessariamente positivas ao longo de todo o intervalo [−1, 1],
satisfazem, nos zeros de Gn(x), n ≥ 1, em [−1, 1],

Wn(xn,j) > 0 e Wn+1(xn,j) = dn+1Wn(xn,j) > 0, j = 1, 2, . . . , n. (2.5)

Neste caso, sendo xn,j, j = 1, 2, . . . , n, um zero de Gn(x), tem-se, por (2.4), que

Wn(xn,j) = G
′

n(xn,j)Gn−1(xn,j) e Wn+1(xn,j) = −G′

n(xn,j)Gn+1(xn,j).
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Agora, considerando os Wronskianos

Vn(z) = R
′

n(z)Rn−1(z)−R
′

n−1(z)Rn(z), n ≥ 1, (2.6)

associados com os polinômios Rn(z), vale o seguinte resultado:

Lema 2.3 Sejam Vn(z) e Wn(x) os Wronskianos associados, respectivamente, aos po-
linômios Rn(z) e às funções Gn(x), n ≥ 1, dados, respectivamente, por (2.4) e (2.6).
Se zn,j e xn,j, j = 1, 2, . . . , n, são, respectivamente, os zeros de Rn(z) e Gn(x), então,
para n ≥ 1, tem-se

(zn,j)
−(n−2)

zn,j − 1
Vn(zn,j) = 22n−3Wn(xn,j), j = 1, 2, · · · , n. (2.7)

Demonstração: Uma vez que a relação em (2.2) é tal que

2x = z1/2 + z−1/2, (2.8)

com z = eiθ, 0 < θ < 2π, é posśıvel considerar z como uma função de x, de modo que,
por (2.2), tem-se

G
′

n(x) = [(4z)−n/2Rn(z)]
′
= −n

2
(4z)−(n/2)−1(4z

′
)Rn(z) + (4z)−n/2R

′

n(z)z
′
. (2.9)

Por outro lado, derivando-se, membro a membro, a igualdade (2.8) implicitamente em
relação a x, obtém-se

2 =
1

2
z−1/2z

′ − 1

2
z−3/2z

′
=

(
1

2z1/2
− 1

2z3/2

)
z
′
,

de onde segue que

z
′
=

4z3/2

z − 1
. (2.10)

Consequentemente, substituindo (2.10) na expressão de G
′
n(x), dada em (2.9), tem-se

G
′

n(x) = −n
2
(4z)−(n/2)−1

[
4

(
4z3/2

z − 1

)]
Rn(z) + (4z)−n/2R

′

n(z)

(
4z3/2

z − 1

)
=

(4z)−(n−1)/2

z − 1

[
2zR

′

n(z)− nRn(z)
]
.
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Dáı, considerando Gn(x) definido como em (2.2), os Wronskianos Wn(x), dados por
(2.4), satisfazem

Wn(x) = G
′

n(x)Gn−1(x)−G
′

n−1(x)Gn(x)

=
(4z)−(n−1)/2

z − 1

[
2zR

′

n(z)− nRn(z)
]
(4z)−(n−1)/2Rn−1(z)

−(4z)−(n−2)/2

z − 1

[
2zR

′

n−1(z)− (n− 1)Rn−1(z)
]
(4z)−n/2Rn(z)

=
(4z)−(n−1)

z − 1

{
2z
[
R

′

n(z)Rn−1(z)−R
′

n−1(z)Rn(z)
]
−Rn(z)Rn−1(z)

}
.

Agora, levando-se em consideração os Wronskianos Vn(z) (associados aos polinômios
Rn(z)), dados por (2.6), a igualdade anterior pode ser reescrita como

Wn(x) =
(4z)−(n−1)

z − 1
[2zVn(z)−Rn(z)Rn−1(z)] , n ≥ 1.

Logo, se zn,j e xn,j, j = 1, 2, . . . , n, são, respectivamente, os zeros de Rn(z) e Gn(x),
n ≥ 1, então, para todo j = 1, 2, . . . , n, tem-se, por (2.2), que

Rn(zn,j) = Gn(xn,j)(4zn,j)
n/2 = 0

e, consequentemente,

Wn(xn,j) =
(4zn,j)

−(n−1)

zn,j − 1
[2zn,jVn(zn,j)−Rn(zn,j)Rn−1(zn,j)]

=
(4zn,j)

−(n−1)

zn,j − 1
[2zn,jVn(zn,j)] = 2−(2n−3) (zn,j)

−(n−2)

zn,j − 1
Vn(zn,j),

de onde segue o resultado desejado.

3 Propriedades assintóticas e um funcional de mo-

mento auxiliar N
Seja {Qn}∞n=0 a sequência de polinômios dada pela expressão de fração cont́ınua

Qn(z)

Rn(z)
=

2d1
(1 + ic1)z + (1− ic1)

− 4d2z

(1 + ic2)z + (1− ic2)
−· · ·− 4dnz

(1 + icn)z + (1− icn)
.

(3.1)
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Da teoria de frações cont́ınuas (veja, por exemplo, [7, 9, 18]) pode-se afirmar que os
polinômios Qn são dados por

Qn+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]Qn(z)− 4dn+1zQn−1(z), n ≥ 1, (3.2)

com Q0(z) = 0 e Q1(z) = 2d1.
O primeiro lema dessa seção fornece um resultado assintótico associado com a

sequência {Qn(1)/Rn(1)}∞n=0 obtida a partir de (3.1). Para discutir esse resultado,
é necessário primeiro apresentar dois teoremas clássicos da teoria de sequências en-
cadeadas positivas, que podem ser encontrados, por exemplo, em Chihara [7] (veja,
respectivamente, Teorema 3.1 e Teorema 6.2 (critério de Wall) dados no Caṕıtulo III),
a saber:

Teorema 3.1 ([7]) Seja {gn}∞n=0 uma sequência de parâmetros para a sequência enca-
deada positiva {dn}∞n=1. Então,

1− d1
1
− d2

1
− · · · − dn

1
− · · · = g0 +

1− g0
1 + F

,

onde

F =
∞∑
n=1

g1g2 · · · gn
(1− g1)(1− g2) · · · (1− gn)

.

Teorema 3.2 ([7]) Dada uma sequência encadeada positiva {dn}∞n=1, se {Mn}∞n=0 é
uma sequência de parâmetros para {dn}∞n=1, então, ela será maximal se, e somente se,

∞∑
n=1

M1M2 · · ·Mn

(1−M1)(1−M2) · · · (1−Mn)
= ∞.

Com base nos Teoremas 3.2 e 3.1, é posśıvel, agora, enunciar o seguinte resultado:

Lema 3.3 Sejam {Rn}∞n=0 e {Qn}∞n=0 sequências de polinômios gerados, respectiva-
mente, pelas relações de recorrência de três termos (1.5) e (3.2), a partir do par de
sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}, onde {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva.
Nessas condições, tem-se que

d1 =
Q1(1)

R1(1)
<
Q2(1)

R2(1)
< · · · < Qn−1(1)

Rn−1(1)
<
Qn(1)

Rn(1)
< (1−M0) (3.3)

e

lim
n→∞

Qn(1)

Rn(1)
= (1−M0). (3.4)
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Demonstração: Observe que fazendo z = 1 na expressão em fração cont́ınua (3.1)
e, em seguida, realizando um simples processo de fatoração da fração cont́ınua obtida,
tem-se

Qn(1)

Rn(1)
=

2d1
2

− 4d2
2

− 4d3
2

− · · · − 4dn
2

=
d1
1
− d2

1
− d3

1
− · · · − dn

1
. (3.5)

Dessa forma, se An/Bn denota o n-ésimo convergente da fração cont́ınua

1− d1
1
− d2

1
− d3

1
− · · · − dn

1
− · · · ,

então, por (3.5), tem-se
An

Bn

= 1− Qn(1)

Rn(1)
. (3.6)

Logo, se {Mn}∞n=0 é a sequência de parâmetros maximal para a sequência encadeada
positiva {dn}∞n=1, então, utilizando a igualdade (3.6) e os Teoremas 3.2 e 3.1, obtém-se

lim
n→∞

[
1− Qn(1)

Rn(1)

]
= lim

n→∞

An

Bn

=M0 +
1−M0

1 + F
, (3.7)

onde

F =
∞∑
k=1

M1M2 · · ·Mk

(1−M1)(1−M2) · · · (1−Mk)
= ∞.

Consequentemente,

lim
n→∞

Qn(1)

Rn(1)
= (1−M0),

o que representa o resultado (3.4) do lema.
Para verificar o resultado apresentado em (3.3), basta observar que, de (3.6) e (3.7)

(veja também a prova do Lema 3.2, p.83 em [7]), pode-se escrever

Qn(1)

Rn(1)
= 1− An

Bn

= 1−
[
M0 +

1−M0

1 + Fn

]
= (1−M0)

Fn

1 + Fn

, n ≥ 1, (3.8)

onde, para n ≥ 1,

Fn =
n∑

k=1

M1M2 · · ·Mk

(1−M1)(1−M2) · · · (1−Mk)
<∞.
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Neste caso, como {Mn}∞n=0 é a sequência de parâmetros maximal para a sequência
encadeada positiva {dn}∞n=1, então dn = (1−Mn−1)Mn, com 0 ≤M0 < 1 e 0 < Mn < 1
para n ≥ 1, de onde segue que cada parcela da soma Fn é tal que Fn > 0. Portanto,
para n ≥ 2, Fn−1 < Fn e, consequentemente, Fn−1(1 + Fn) < Fn(1 + Fn−1) ou ainda,
usando (3.8),

Qn−1(1)

Rn−1(1)
= (1−M0)

Fn−1

1 + Fn−1

< (1−M0)
Fn

1 + Fn

=
Qn(1)

Rn(1)
, n ≥ 2.

Finalmente, por (3.5) e (3.8), tem-se, respectivamente, que

Q1(1)

R1(1)
= d1 e

Qn(1)

Rn(1)
< (1−M0)

Fn

1 + Fn

< (1−M0), n ≥ 1,

e isto conclui a prova do lema.

O próximo lema dessa seção lida com as expansões em séries das funções racionais do
tipo Qn(z)/Rn(z), as quais serão discutidas daqui em diante. Observe que, da fórmula
de recorrência de três termos para os polinômios Rn(z) (dada em (1.5)), se
Rn(z) =

∑n
j=0 rn,jz

j, então é posśıvel verificar que

Rn(z) =
n∑

j=0

rn,jz
j =

n∑
j=0

rn,n−jz
j = R∗

n(z), n ≥ 0. (3.9)

Em particular, valem as seguintes igualdades

r0,0 = 1 e rn,n = rn,0 =
n∏

k=1

(1 + ick), n ≥ 1, (3.10)

onde R∗
n(z) = znRn(1/z) representa o polinômio rećıproco de Rn(z). De fato, uma vez

que

Rn(1/z) =
n∑

j=0

rn,j(1/z)
j =

n∑
j=0

rn,j(1/z)
j,

tem-se

R∗
n(z) = znR(1/z) = zn

n∑
j=0

rn,j(1/z)
j

= rn,0z
n + rn,1z

n−1 + · · ·+ rn,nz
0 =

n∑
j=0

rn,n−jz
j.
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Por outro lado, usando a fórmula de recorrência (1.5), em que R0(z) = 1 (de onde
segue que r0,0 = 1) e R1(z) = (1 + ic1)z + (1− ic1), obtém-se, respectivamente, que

R2(z) = [(1 + ic2)z + (1− ic2)]R1(z)− 4d2zR0(z)

= [(1 + ic2)z + (1− ic2)][(1 + ic1)z + (1− ic1)]− 4d2z

=
2∏

k=1

(1 + ick)z
2 + a1z +

2∏
k=1

(1− ick), onde a1 ∈ C,

R3(z) = [(1 + ic3)z + (1− ic3)]R2(z)− 4d3zR1(z)

= [(1 + ic3)z + (1− ic3)]

[
2∏

k=1

(1 + ick)z
2 + a1z +

2∏
k=1

(1− ick)

]
− 4d3z [(1 + ic1)z + (1− ic1)]

=
3∏

k=1

(1 + ick)z
3 + [b2z

2 + b1z] +
3∏

k=1

(1− ick), onde b1, b2 ∈ C.

Consequentemente, por recorrência, vale

Rn(z) =
n∏

k=1

(1 + ick)z
n + [wn−1z

n−1 + wn−2z
n−2 + · · ·w1z] +

n∏
k=1

(1− ick),

onde wn−1, wn−2, . . . , w1 ∈ C. Assim,

rn,n =
n∏

k=1

(1 + ick) =
n∏

k=1

(1− ick) = rn,0, n ≥ 1.

Finalmente a igualdade entre os polinômios Rn(z) e R
∗
n(z), isto é,

Rn(z) = R∗
n(z), n ≥ 0,

segue do fato desses polinômios satisfazerem a mesma fórmula de recorrência de três
termos (dada em (1.5)) e com as mesmas condições iniciais, já que

R∗
0(z) = z0R0(1/z) = 1 = R0(z),

R∗
1(z) = z1R1(1/z) = z[(1 + ic1)(1/z) + (1− ic1)]

= z[(1− ic1)(1/z) + (1 + ic1)] = R1(z).

ReviSeM, Ano 2026, No. 1, 48–91 60



Ribeiro, F. B.; Silva, J. S.

Com efeito, pela relação de recorrência (1.5),

Rn+1(1/z) = [(1 + icn+1)(1/z) + (1− icn+1)]Rn(1/z)− 4dn+1(1/z)Rn−1(1/z),

ou ainda,

Rn+1(1/z) = [(1− icn+1)(1/z) + (1 + icn+1)]Rn(1/z)− 4dn+1(1/z)Rn−1(1/z),

de onde se obtém que

zn+1Rn+1(1/z) = [(1− icn+1)(1/z) + (1 + icn+1)]z
[
znRn(1/z)

]
− 4dn+1(1/z)z

2
[
zn−1Rn−1(1/z)

]
,

ou, equivalentemente,

R∗
n+1(z) = [(1 + icn+1)z + (1− icn+1)]R

∗
n(z)− 4dn+1zR

∗
n−1(z), n ≥ 1,

com as condições iniciais R∗
0(z) = 1 = R0(z) e R

∗
1(z) = (1 + ic1)z + (1− ic1) = R1(z).

Polinômios que satisfazem a propriedade (3.9) são conhecidos na literatura como
polinômios auto-inversivos. Dessa forma, os polinômios Rn, n ≥ 0, são polinômios
auto-inversivos. Analogamente, os polinômios Qn de grau n − 1 (n ≥ 1), os quais
também satisfazem uma relação de recorrência de três termos do tipo (1.5) (veja (3.2))
com condições iniciais Q1(z) = 2d1 e Q2(z) = 2d1[(1+ ic1)z+(1− ic1)], são polinômios
auto-inversivos, ou seja,

Q∗
n(z) = zn−1Qn(1/z) = Qn(z), n ≥ 1.

Observe que aplicando a fórmula do determinante (veja [26]) para a fração cont́ınua
expressa de Qn(z)/Rn(z) (fornecida em (3.1)), e considerando

Un(z) =

∣∣∣∣ Qn(z) Rn(z)
Qn−1(z) Rn−1(z)

∣∣∣∣ = Qn(z)Rn−1(z)−Qn−1(z)Rn(z), n ≥ 1, (3.11)

tem-se U1(z) = 2d1 e

Un+1(z) = 4dn+1zUn(z) = 22n+1d1d2 · · · dn+1z
n, n ≥ 1. (3.12)

Com efeito, uma vez que Q0(z) = 0, Q1(z) = 2d1 e R0(z) = 1 (veja condições iniciais
para as relações de recorrência de três termos de {Rn}∞n=0 e {Qn}∞n=0 dadas, respecti-
vamente, por (1.5) e (3.2)), obtém-se

U1(z) = Q1(z)R0(z)−Q0(z)R1(z) = 2d1.1− 0.R1(z) = 2d1.
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Além disso, uma aplicação direta da fórmula do determinante na fração cont́ınua (3.1),
fornece para todo n ≥ 1, que

Un+1(z) = Qn+1(z)Rn(z)−Qn(z)Rn+1(z)

= (−1)[(n+1)+1](2d1)(−4d2z) · · · (−4dnz)(−4dn+1z) = 4dn+1zUn(z),

ou, equivalentemente,

Un+1(z) = 4dn+1z(−1)n+1(2d1)(−4d2z) · · · (−4dnz)

= 4dn+1z(−1)n+1[2(−1)n−14n−1d1d2 · · · dnzn−1] = 22n+1d1d2 · · · dn+1z
n.

Agora, considerando expansões em séries em torno da origem e do infinito, utilizando
(3.12), é posśıvel afirmar que

Qn(z)

Rn(z)
− Qn−1(z)

Rn−1(z)
=


γn−1

rn−1,n−1

zn−1 +O1(z
n)

γn−1

rn−1,n−1

1

zn
+O2((1/z)

n+1)
, n ≥ 1, (3.13)

onde, para n ≥ 1, denota-se γn−1 := (22n−1d1d2 · · · dn)/rn,n,

O1(z
n) := lnz

n + ln+1z
n+1 + · · · , ln−1+k ∈ C, k ∈ N,

e
O2

(
(1/z)n+1

)
:= l̃n+1(1/z)

n+1 + l̃n+2(1/z)
n+2 + · · · , l̃n+k ∈ C, k ∈ N.

Aqui, considera-se expansões em séries em torno da origem e do infinito do tipo

1

1− z̃
= 1 + z̃ + z̃2 + · · · , e

1

1− (1/w̃)
= 1 + (1/w̃) + (1/w̃)2 + · · · ,

em que |z̃| < 1 e |1/w̃| < 1. De fato, utilizando (3.11), (3.12) e levando-se em consi-
deração que, para n ≥ 0, Rn(z) =

∑n
j=0 rn,jz

j, e que, por (3.10), rn,n = rn,0 para n ≥ 1,
obtém-se

Qn(z)

Rn(z)
− Qn−1(z)

Rn−1(z)
=

Un(z)

Rn(z)Rn−1(z)
=

22n−1d1d2 · · · dnzn−1

Rn(z)Rn−1(z)

=
22n−1d1d2 · · · dnzn−1(∑n

j=0 rn,jz
j
)(∑n−1

j=0 rn−1,jzj
)

=
22n−1d1d2 · · · dnzn−1

rn,0rn−1,0 + (rn,0rn−1,1 + rn,1rn−1,0) z + · · ·+ rn,nrn−1,n−1z2n−1

=
22n−1d1d2 · · · dnzn−1

rn,0rn−1,0

(
1 +

rn,0rn−1,1 + rn,1rn−1,0

rn,0rn−1,0

z + · · ·+ rn,nrn−1,n−1

rn,0rn−1,0

z2n−1

) .
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Observe que a igualdade obtida acima é equivalente a

Qn(z)

Rn(z)
− Qn−1(z)

Rn−1(z)

=
22n−1d1d2 · · · dnzn−1

rn,nrn−1,n−1

[
1

1− (r̃1z + · · ·+ r̃2n−1z2n−1)

]
=

γn−1

rn−1,n−1

zn−1
[
1 + (r̃1z + · · ·+ r̃2n−1z

2n−1) + (r̃1z + · · ·+ r̃2n−1z
2n−1)2 + · · ·

]
=

γn−1

rn−1,n−1

zn−1 + lnz
n + ln+1z

n+1 + · · ·

=
γn−1

rn−1,n−1

zn−1 +O1(z
n),

onde

ln = r̃1
γn−1

rn−1,n−1

, ln+1 = (r̃2 + r̃21)
γn−1

rn−1,n−1

, . . . ,

e, de modo geral, ln+k ∈ C para k ∈ N, com

r̃1 = −rn,0rn−1,1 + rn,1rn−1,0

rn,0rn−1,0

,

r̃2 = −rn,0rn−1,2 + rn,1rn−1,1 + rn,2rn−1,0

rn,0rn−1,0

,

...

r̃2n−1 = −rn,nrn−1,n−1

rn,0rn−1,0

.

Analogamente, também é posśıvel obter a igualdade

Qn(z)

Rn(z)
− Qn−1(z)

Rn−1(z)
=

Un(z)

Rn(z)Rn−1(z)
=

22n−1d1d2 · · · dnzn−1

Rn(z)Rn−1(z)

=
22n−1d1d2 · · · dnzn−1

rn,nrn−1,n−1z2n−1 + (rn,n−1rn−1,n−1 + rn,nrn−1,n−2) z2n−2 + · · ·+ rn,0rn−1,0

=
22n−1d1d2 · · · dnzn−1

rn,nrn−1,n−1z2n−1

(
1 +

rn,n−1rn−1,n−1 + rn,nrn−1,n−2

rn,nrn−1,n−1

1

z
+ · · ·+ rn,0rn−1,0

rn,nrn−1,n−1

1

z2n−1

)

=
γn−1

rn−1,n−1

1

zn

 1

1 +
rn,n−1rn−1,n−1 + rn,nrn−1,n−2

rn,nrn−1,n−1

1

z
+ · · ·+ rn,0rn−1,0

rn,nrn−1,n−1

1

z2n−1

 .
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Ou seja,

Qn(z)

Rn(z)
− Qn−1(z)

Rn−1(z)
=

γn−1

rn−1,n−1

1

zn


1

1−
[
w̃1

1

z
+ · · ·+ w̃2n−1

1

z2n−1

]


=
γn−1

rn−1,n−1

1

zn

{
1 +

[
w̃1

1

z
+ · · ·+ w̃2n−1

1

z2n−1

]
+

[
w̃1

1

z
+ · · ·+ w̃2n−1

1

z2n−1

]2
+ · · ·

}
=

γn−1

rn−1,n−1

1

zn
+ l̃n+1(1/z)

n+1 + l̃n+2(1/z)
n+2 + · · ·

=
γn−1

rn−1,n−1

1

zn
+O2

(
(1/z)n+1

)
,

onde
l̃n+1 = w̃1

γn−1

rn−1,n−1

, l̃n+1 = (w̃2 + w̃2
1)

γn−1

rn−1,n−1

, . . . ,

e, de modo geral, ln+k ∈ C para k ∈ N, com

w̃1 = −rn,n−1rn−1,n−1 + rn,nrn−1,n−2

rn,nrn−1,n−1

,

w̃2 = −rn,nrn−1,n−3 + rn,n−1rn−1,n−2 + rn,n−2rn−1,n−1

rn,nrn−1,n−1

,

...

w̃2n−1 = − rn,0rn−1,0

rn,nrn−1,n−1

.

A igualdade estabelecida em (3.13) significa que existem expansões formais em séries
E0(z) e E∞(z), respectivamente em torno da origem e em torno do infinito, tais que

E0(z)−
Qn(z)

Rn(z)
=

γn
rn,n

zn +O1(z
n+1), n ≥ 0, (3.14)

e

E∞(z)− Qn(z)

Rn(z)
=

γn
rn,n

1

zn+1
+O2((1/z)

n+2), n ≥ 0. (3.15)

Por razões que serão esclarecidas mais adiante, definiu-se

E0(z) := −v1 − v2z − v3z
2 − v4z

3 − · · · (3.16)
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e
E∞(z) :=

v0
z

+
v−1

z2
+
v−2

z3
+
v−3

z4
+ · · · . (3.17)

Agora, como Rn e Qn são polinômios auto-inversivos, segue de (3.15) que

z−1E∞(1/z)− Qn(z)

Rn(z)
=

γn
rn,n

zn +O2(z
n+1), n ≥ 0.

Com efeito, por hipótese, Rn(z) = R∗
n(z) = znRn (1/z) eQn(z) = Q∗

n(z) = zn−1Qn (1/z).
Logo, considerando a igualdade em (3.15), para n ≥ 0, tem-se

E∞(1/z)− Qn(1/z)

Rn(1/z)
=

γn
rn,n

1

(1/z)n+1
+O2

(
zn+2

)
.

Consequentemente

E∞(1/z)− Qn (1/z)

Rn (1/z)
=

γn
rn,n

zn+1 +O2(z
n+2),

de onde segue que

z−1E∞(1/z)− zn−1Qn (1/z)

znRn (1/z)
=

γn
rn,n

zn +O2(z
n+1),

ou seja,

z−1E∞(1/z)− Qn(z)

Rn(z)
=

γn
rn,n

zn +O2(z
n+1), n ≥ 0.

Comparando a última igualdade com (3.14) tem-se, então, a propriedade simétrica

z−1E∞(1/z) = E0(z),

a qual garante que
vj = −v−j+1, j = 1, 2, . . . , (3.18)

Isto ocorre, uma vez que, de (3.17), tem-se

E∞(1/z) = v0z + v−1z
2 + v−2z

3 + v−3z
4 + · · · ,

ou, equivalentemente,

z−1E∞(1/z) = v0 + v−1z + v−2z
2 + v−3z

3 + · · · .

ReviSeM, Ano 2026, No. 1, 48–91 65



Ribeiro, F. B.; Silva, J. S.

Dáı, como vale a propriedade simétrica z−1E∞(1/z) = E0(z), pode-se concluir, por
(3.16), que

v0 + v−1z + v−2z
2 + v−3z

3 + · · · = −v1 − v2z − v3z
2 − v4z

3 − · · · .

Finalmente, o resultado em (3.18) é estabelecido quando se compara, respectivamente,
os coeficientes de zn, n ≥ 0, na última igualdade.

Considerando agora a igualdade em (3.14), tem-se

E0(z)Rn(z)−Qn(z) =
γn
rn,n

znRn(z) +O3(z
n+1), (3.19)

onde O3(z
n+1) := O1(z

n+1)Rn(z). Consequentemente, como E0(z) =
∑∞

j=1−vjzj−1

(veja (3.16)), denotando Rn(z) =
∑n

j=0 rn,jz
j e Qn(z) =

∑n−1
j=0 qn,jz

j, a igualdade em
(3.19) pode ser reescrita como(

∞∑
j=1

−vjzj−1

)(
n∑

j=0

rn,jz
j

)
−

n−1∑
j=0

qn,jz
j =

γn
rn,n

zn

(
n∑

j=0

rn,jz
j

)
+O3(z

n+1),

ou ainda,

(−v1z0 − v2z
1 − · · · − vn+1z

n − · · · )(rn,0z0 + rn,1z
1 + · · ·+ rn,nz

n)

− (qn,0z
0 + qn,1z

1 + · · ·+ qn,n−1z
n−1)

=
γn
rn,n

(rn,0z
n + rn,1z

n+1 + · · ·+ rn,nz
2n) +O3(z

n+1).

Assim, comparando-se os coeficientes de z0 em ambos os membros da equação acima,
obtém-se

−v1rn,0 − qn,0 = 0.

Para os coeficientes de z1, tem-se

−v2rn,0 − v1rn,1 − qn,1 = 0.

Seguindo o mesmo procedimento até zn−1, conclui-se que

−vnrn,0 − · · · − v1rn,n−1 − qn,n−1 = 0.

Já em relação aos coeficientes de zn, tem-se

−vn+1rn,0 − · · · − v2rn,n−1 − v1rn,n =
γn
rn,n

rn,0 =
γn
rn,n

rn,n = γn,

ReviSeM, Ano 2026, No. 1, 48–91 66



Ribeiro, F. B.; Silva, J. S.

onde a igualdade rn,0 = rn,n é consequência do resultado obtido em (3.10).
Dessa forma, obtém-se o sistema

−v1rn,0 −qn,0 = 0
...

. . . . . .
...

−vnrn,0 · · · −v1rn,n−1 − qn,n−1 = 0
−vn+1rn,0 · · · −v2rn,n−1 − v1rn,n = γn

. (3.20)

De modo análogo, considerando O4((1/z)
2) := O2((1/z)

n+2)Rn(z), a igualdade em
(3.15), fornece

E∞(z)Rn(z)−Qn(z) =
γn
rn,n

1

zn+1
Rn(z) +O4((1/z)

2). (3.21)

Consequentemente, comoE∞(z) =
∑∞

j=1 v−j+1z
−j (veja (3.17)), sendoRn(z) =

∑n
j=0 rn,jz

j

e Qn(z) =
∑n−1

j=0 qn,jz
j, é posśıvel reescrever a igualdade (3.21) da seguinte forma(

∞∑
j=1

v−j+1

zj

)(
n∑

j=0

rn,jz
j

)
−

n−1∑
j=0

qn,jz
j =

γn
rn,n

1

zn+1

(
n∑

j=0

rn,jz
j

)
+O4((1/z)

2),

ou equivalentemente,(v0
z

+
v−1

z2
+ · · ·+ v−n

zn+1
+ · · ·

)
(rn,0 + rn,1z + · · ·+ rn,nz

n)

−(qn,0 + qn,1z + · · ·+ qn,n−1z
n−1)

=
γn
rn,n

( rn,0
zn+1

+
rn,1
zn

+ · · ·+ rn,n
z

)
+O4((1/z)

2).

Dáı, comparando-se os coeficientes de (1/z) = z−1 em ambos os lados desta última
equação, obtém-se

v0rn,0 + v−1rn,1 + · · ·+ v−nrn,n =
γn
rn,n

rn,n = γn.

De igual modo, para os coeficientes de z0, tem-se

v0rn,1 + v−1rn,2 + · · ·+ v−(n−1)rn,n − qn,0 = 0.

Seguindo o mesmo procedimento até zn−1, chega-se à igualdade

v0rn,n − qn,n−1 = 0.
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Assim, obtém-se o sistema
v0rn,0 +v−1rn,1 · · · +v−nrn,n = γn

v0rn,1 · · · +v−n+1rn,n −qn,0 = 0
. . .

...
. . .

...
v0rn,n −qn,n−1 = 0

. (3.22)

Note que a última equação do sistema (3.20) e a primeira do sistema (3.22) são as
mesmas, já que por (3.9) tem-se, para n ≥ 0, rn,j = rn,n−j, j ≥ 0, e, por (3.18), tem-se
vj = −v−j+1, j ≥ 1.

Agora, a partir dos sistemas de equações (3.20) e (3.22), é posśıvel observar que

γn = (−1)n
H

(−n)
n+1

H
(−n+1)

n

rn,n n ≥ 1, (3.23)

onde

H(m)
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
vm vm+1 · · · vm+n−1

vm+1 vm+2 · · · vm+n
...

...
...

vm+n−1 vm+n · · · vm+2n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ , (3.24)

são os determinantes de Hankel associados com a sequência dupla {vn}∞n=−∞. Com
efeito, subtraindo-se membro a membro as equações de (3.20) que contêm os termos
−qn,0,−qn,1, . . . ,−qn,n−1 das respectivas equações de (3.22) que contêm esses mesmos
termos, obtém-se o sistema (acrescentado da primeira equação de (3.22))

v0rn,0 + v−1rn,1 + · · ·+ v−nrn,n = γn
v0rn,1 + · · ·+ v−n+1rn,n − qn,0 − (−v1rn,0 − qn,0) = 0
...

...
...

v0rn,n − qn,n−1 − (−vnrn,0 − · · · − v1rn,n−1 − qn,n−1) = 0

,

ou, de forma equivalente, o sistema
v0rn,0 + v−1rn,1 + · · ·+ v−nrn,n = γn
v1rn,0 + v0rn,1 + · · ·+ v−n+1rn,n = 0
...

...
...

vnrn,0 + vn−1rn,1 + · · ·+ v0rn,n = 0

. (3.25)
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Observe que, na forma matricial, o sistema obtido em 3.25 pode, ainda, ser reescrito
como 

v−n · · · v−1 v0
v−n+1 · · · v0 v1

...
...

...
v0 · · · vn−1 vn




rn,n
...
rn,1
rn,0

 =


γn
...
0
0

 .

Mas, pela regra de Cramer, considerando H
(−n)
n+1 definido como em (3.24),

tem-se

rn,n =
1

H
(−n)
n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
γn v−n+1 · · · v−1 v0
0 v−n+2 · · · v0 v1
...

...
...

...
0 v1 · · · vn−1 vn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Portanto,

rn,n =
γn

H
(−n)
n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v−n+2 · · · v0 v1
v−n+3 · · · v1 v2

...
...

...
v1 · · · vn−1 vn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
γn

H
(−n)
n+1

H(−n+2)
n , (3.26)

onde a última igualdade é consequência de (3.24) quando se considera m = −n+2 para

se obter H
(−n+2)
n .

Por outro lado, uma vez que vj = −v−j+1, j ≥ 1 (veja (3.18)), tem-se

H(−n+2)
n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v−n+2 · · · v0 v1
v−n+3 · · · v1 v2

...
...

...
v1 · · · vn−1 vn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−vn−1 · · · −v1 −v0
−vn−2 · · · −v0 −v−1

...
...

...
−v0 · · · −v−n+2 −v−n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
vn−1 · · · v1 v0
vn−2 · · · v0 v−1
...

...
...

v0 · · · v−n+2 v−n+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v−n+1 v−n+2 · · · v0

...
...

...
v−1 v0 · · · vn−2

v0 v1 · · · vn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
onde as duas últimas igualdades são consequências das propriedades de determinantes.
Assim, considerando-se

H
(−n+1)

n =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v−n+1 v−n+2 · · · v0

...
...

...
v−1 v0 · · · vn−2

v0 v1 · · · vn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v−n+1 v−n+2 · · · v0

...
...

...
v−1 v0 · · · vn−2

v0 v1 · · · vn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
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conclui-se que

H(−n+2)
n = (−1)nH

(−n+1)

n ,

de onde segue, por (3.26), que

γn = (−1)n
H

(−n)
n+1

H
(−n+1)

n

rn,n, n ≥ 1,

e isto é exatamente o resultado afirmado em (3.23).
Diante do exposto, é posśıvel agora estabelecer o seguinte lema:

Lema 3.4 Sejam {Rn(z)}∞n=0 e {Qn(z)}∞n=0 as sequências de polinômios obtidas da
sequência real {cn}∞n=1, da sequência encadeada positiva {dn}∞n=1 e das respectivas fórmulas
de recorrência de três termos (1.5) e (3.2). Então, as funções racionais Qn(z)/Rn(z)
satisfazem as correspondentes propriedades dadas por (3.14) e (3.15). Além disso, se o
funcional de momento N é tal que

N
[
ζ−n
]
= vn, n = 0,±1,±2, . . . , (3.27)

então os polinômios Rn(z) satisfazem

N
[
ζ−n+jRn(ζ)

]
=


−γn, se j = −1
0, se j = 0, 1, . . . , n− 1, n ≥ 1,
γn, se j = n

(3.28)

onde γ0 = v0 =
2d1

1 + ic1
e γn =

4dn+1

1 + icn+1

γn−1, para n ≥ 1.

Demonstração: A primeira parte do lema, isto é, que as funções racionaisQn(z)/Rn(z)
satisfazem as correspondentes propriedades dadas por (3.14) e (3.15), segue da cons-
trução estabelecida após a prova do Lema (3.3) até a obtenção das referidas proprie-
dades. Resta provar as relações de ortogonalidades (3.28), satisfeitas pelos polinômios
Rn(z), em relação ao funcional de momento N . Para isso, utiliza-se, novamente, o sis-
tema (3.25) (obtido de (3.20) e (3.22)), porém, desta vez, incluindo-se a última equação
de (3.20) em (3.25), isto é, considerando o sistema

v0rn,0 + v−1rn,1 + · · ·+ v−nrn,n = γn
v1rn,0 + v0rn,1 + · · ·+ v−n+1rn,n = 0
...

...
...

vnrn,0 + vn−1rn,1 + · · ·+ v0rn,n = 0
vn+1rn,0 + vnrn,1 + · · ·+ v1rn,n = −γn

,
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e observando que Rn(ζ) =
∑n

k=0 rn,kζ
k, obtém-se, por (3.27), que

N [ζ−n+jRn(ζ)] = N

[
ζ−n+j

n∑
k=0

rn,kζ
k

]
= N

[
n∑

k=0

rn,kζ
−n+j+k

]

=
n∑

k=0

rn,kN
[
ζ−n+j+k

]
=

n∑
k=0

rn,kvn−j−k

= rn,0vn−j + rn,1vn−j−1 + · · ·+ rn,nv−j

=


−γn, se j = −1
0, se j = 0, 1, . . . , n− 1, n ≥ 1.
γn, se j = n

Além disso, considerando n = 0 na primeira equação do sistema acima, tem-se
γ0 = r0,0v0 = v0, já que, por (3.10), r0,0 = 1. Consequentemente, como
γn−1 = (22n−1d1d2 · · · dn)/rn,n para n ≥ 1 (veja (3.13)), e, por (3.10), r1,1 = 1 + ic1,
conclui-se que

v0 = γ0 =
2d1
r1,1

=
2d1

1 + ic1
.

Finalmente, usando-se, mais uma vez, a definição de γk (k ≥ 0) e a igualdade em
(3.10), obtém-se

γn = 22(n+1)−1d1d2 · · · dn+1

rn+1,n+1

= 22n+2−1d1d2 · · · dn+1

n+1∏
k=1

(1 + ick)

= 22dn+1
22n−1d1d2 · · · dn

(1 + icn+1)
n∏

k=1

(1 + ick)

=
4dn+1

1 + icn+1

22n−1d1d2 · · · dn
rn,n

=
4dn+1

1 + icn+1

γn−1, n ≥ 1,

e isto conclui a prova do lema.

Observação 3.5 A existência do funcional de momento N tal que, para 0 ≤ j < n,
N [ζ−n+jRn(ζ)] = 0 (onde os polinômios Rn(z) são aqueles gerados pela relação de
recorrência (1.5)), segue também de Ismail e Masson [13, Teorema 2.1]. Os autores
em [13] consideram a fórmula de recorrência da forma

R̂n(z) = (z − β(1)
n )R̂n−1(z)− β(2)

n (z − β(3)
n )R̂n−2(z), n ≥ 1,
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com R̂−1(z) = 0 e R̂1(z) = 1, a qual é reduzida para a fórmula de recorrência do tipo

considerado no presente texto quando {β(3)
n }∞n=1 é a sequência nula. Para comparar

exatamente com a fórmula de recorrência (1.5), pode-se ainda impor outras restrições

sobre as sequências {β(1)
n }∞n=1 e {β(2)

n }∞n=1. Por exemplo, a restrição sobre {β(1)
n }∞n=1 é

|β(1)
n | = 1 para n ≥ 1. De [13, Teorema 2.3], junto com o fato de que os zeros de Rn são

todos simples e pertencem ao ćırculo unitário |z| = 1, pode-se deduzir que o funcional de
momento N pode ser escrito como N [f ] =

∫
C f(ζ)dα(ζ). Com as condições espećıficas

assumidas em (1.5), será estabelecido na próxima seção que dα(ζ) = (1−ζ)dµ(ζ), onde
dµ(ζ) é uma medida positiva no ćırculo unitário.

4 A medida no ćırculo unitário µ e o respectivo fun-

cional de momento M
Dadas as sequências de polinômios {Rn(z)}∞n=0 e {Qn(z)}∞n=0, obtidas da sequência

real {cn}∞n=1, da sequência encadeada positiva {dn}∞n=1 e das respectivas fórmulas de
recorrência de três termos (1.5) e (3.2), considere {An(z)}∞n=0 e {Bn(z)}∞n=0 sequências
de polinômios tais que

An(z) := Rn(z)−Qn(z) e Bn(z) := (z − 1)Rn(z), n ≥ 0. (4.1)

Neste caso, tem-se

An+1(z)

Bn+1(z)
− An(z)

Bn(z)
= − 1

z − 1

[
Qn+1(z)

Rn+1(z)
− Qn(z)

Rn(z)

]
, n ≥ 0. (4.2)

Com efeito,

An+1(z)

Bn+1(z)
− An(z)

Bn(z)
=

Rn+1(z)−Qn+1(z)

(z − 1)Rn+1(z)
−
[
Rn(z)−Qn(z)

(z − 1)Rn(z)

]
= − 1

z − 1

[
Qn+1(z)

Rn+1(z)
− Qn(z)

Rn(z)

]
.

Dáı, de (3.13), segue que

An+1(z)

Bn+1(z)
− An(z)

Bn(z)
=


γn
rn,n

zn +O5(z
n+1)

− γn
rn,n

1

zn+2
+O6((1/z)

n+3)
, n ≥ 0, (4.3)
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onde, para n ≥ 0, γn = (22n+1d1d2 · · · dn+1)/rn+1,n+1,

O5(z
n+1) := hn+1z

n+1 + hn+2z
n+2 + · · · , hn+k ∈ C, k ∈ N,

e

O6

(
(1/z)n+3

)
:= h̃n+3(1/z)

n+3 + h̃n+4(1/z)
n+4 + · · · , h̃n+2+k ∈ C, k ∈ N.

De fato, considerando-se expansões em séries em torno da origem e do infinito do tipo

1

1− z̃
= 1 + z̃ + z̃2 + · · · , e

(1/w̃)

1− (1/w̃)
= (1/w̃) + (1/w̃)2 + (1/w̃)3 + · · ·

(em que |z̃| < 1 e |1/w̃| < 1), utilizando (3.13) e a igualdade em (4.2), tem-se, para
n ≥ 0, que

An+1(z)

Bn+1(z)
− An(z)

Bn(z)
= − 1

z − 1

[
Qn+1(z)

Rn+1(z)
− Qn(z)

Rn(z)

]

=
1

1− z


γn
rn,n

zn +O1(z
n+1),

γn
rn,n

1

zn+1
+O2((1/z)

n+2),

=


(1 + z + z2 + · · · ) γn

rn,n
zn + (1 + z + z2 + · · · )O1(z

n+1),

[−(1/z)− (1/z)2 − (1/z)3 − · · · ] γn
rn,n

1

zn+1

+ [−(1/z)− (1/z)2 − (1/z)3 − · · · ]O2((1/z)
n+2),

=


γn
rn,n

zn + hn+1z
n+1 + hn+2z

n+2 + · · · ,

− γn
rn,n

1

zn+2
+ h̃n+3(1/z)

n+3 + h̃n+4(1/z)
n+4 + · · · ,

=


γn
rn,n

zn +O5(z
n+1)

− γn
rn,n

1

zn+2
+O6((1/z)

n+3)
, n ≥ 0,

onde

hn+1 =
γn
rn,n

+ ln+1, hn+2 =
γn
rn,n

+ ln+1 + ln+2, . . . ,

h̃n+3 = − γn
rn,n

− l̃n+2, h̃n+4 = − γn
rn,n

− l̃n+2 − l̃n+3, . . . ,
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e, de modo geral, hn+k, h̃n+2+k ∈ C para k ∈ N, com ln+k e l̃n+1+k dados como na prova
de (3.13).

Com os resultados da seção anterior e do ińıcio desta seção é posśıvel, agora, es-
tabelecer um dos principais resultados apresentados no trabalho de Castillo et al. [6],
o qual configura-se, também, como o primeiro passo em direção ao alcance do obje-
tivo principal do presente artigo, a saber: obter uma única medida de probabilidade
não trivial no ćırculo unitário associada ao par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1}
(que está conectado à relação de recorrência de três termos (1.5) satisfeita pelos po-
linômios Rn(z)) de tal modo que {Rn(z) − 2(1 −mn)Rn−1(z)} representa a sequência
de polinômios ortogonais com relação a essa medida, sendo {mn}∞n=1 a sequência de
parâmetros minimal da sequência encadeada positiva {dn}∞n=1.

Teorema 4.1 Associado ao par de sequências reais {{cn}∞n=1, {dn}∞n=1} existe uma
única medida de probabilidade não trivial µ no ćırculo unitário. Se M0 > 0, onde
{Mn}∞n=1 é a sequência de parâmetros maximal de {dn}∞n=1, então µ tem um ponto puro
com massa M0 em z = 1. Além disso, se N é o funcional de momento associado à
{cn}∞n=1 e {dn}∞n=1 como no Lema 3.4, então

N [ζ−n] =

∫
C
ζ−n(1− ζ)dµ(ζ), n = ±1,±2, . . . .

Demonstração: De (4.3) tem-se que existem expansões em séries F0(z) e F∞(z) tais
que

F0(z)−
An(z)

Bn(z)
=

γn
rn,n

zn +O5(z
n+1), n ≥ 0 (4.4)

e

F∞(z)− An(z)

Bn(z)
= − γn

rn,n

1

zn+2
+O6((1/z)

n+3), n ≥ 0. (4.5)

Logo, definindo
F0(z) := −µ1 − µ2z − µ3z

2 − µ4z
3 − · · · , (4.6)

e
F∞(z) :=

µ0

z
+
µ−1

z2
+
µ−2

z3
+
µ−3

z4
+ · · · , (4.7)

tem-se então, de (3.14), (3.15), (4.1), (4.4) e (4.5), que os números µk satisfazem

µn = 1 +
n∑

j=1

vj, µ−n = 1−
n∑

j=1

v−j+1, n = 1, 2, 3, . . . , (4.8)
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com µ0 = 1. Com efeito, de (4.1), segue que

An(z)

Bn(z)
=
Rn(z)−Qn(z)

(z − 1)Rn(z)
=

1

z − 1
− 1

z − 1

Qn(z)

Rn(z)
. (4.9)

Consequentemente, utilizando (3.14) e (4.4), obtém-se

F0(z)−
γn
rn,n

zn −O5(z
n+1) =

1

z − 1
− 1

z − 1

[
E0(z)−

γn
rn,n

zn −O1(z
n+1)

]
,

ou, equivalentemente,

(z − 1)F0(z)− 1 + E0(z) =
γn
rn,n

zn+1 + (z − 1)O5(z
n+1) +O1(z

n+1).

Dáı, considerando E0(z) e F0(z) definidos, respectivamente, como em (3.16) e (4.6), é
posśıvel observar que

(µ1−1−v1)+(µ2−µ1−v2)z+(µ3−µ2−v3)z2+ · · ·+(µn+1−µn−vn+1)z
n = O(zn+1),

de onde segue (por comparação de coeficientes em ambos os lados da igualdade) que

µj − µj−1 − vj = 0, j = 1, 2, 3, . . . , n+ 1, n ≥ 0,

com µ0 := 1. Disto, tem-se

µn+1 − µ0 =
n+1∑
j=1

(µj − µj−1) =
n+1∑
j=1

vj, n ≥ 0,

ou ainda,

µn = 1 +
n∑

j=1

vj, n ≥ 1.

De forma semelhante, utilizando (4.9), (3.15) e (4.5), chega-se à igualdade

F∞(z) +
γn
rn,n

1

zn+2
−O6((1/z)

n+3)

=
1

z − 1
− 1

z − 1

[
E∞(z)− γn

rn,n

1

zn+1
−O2((1/z)

n+2)

]
,

a qual implica em

(z − 1)F∞(z)− 1 + E∞(z) =
γn
rn,n

1

zn+2
+ (z − 1)O6((1/z)

n+3) +O2((1/z)
n+2).
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Consequentemente, tomando E∞(z) e F∞(z) definidos, respectivamente, por (3.17) e
(4.7), obtém-se

(µ0−1)+
µ−1 − µ0 − v0

z
+
µ−2 − µ−1 − v−1

z2
+ · · ·+

µ−(n+1) − µ−n − v−n

zn+1
= Õ((1/z)n+2).

Observe que, comparando-se os respectivos coeficientes em ambos os membros da última
igualdade, pode-se concluir que

µ−j − µ−j+1 + v−j+1 = 0, j = 1, 2, 3, . . . , n+ 1, n ≥ 0.

com µ0 := 1. Dáı, tem-se

µ−(n+1) − µ0 =
n+1∑
j=1

(µ−j − µ−j+1) = −
n+1∑
j=1

v−j+1, n ≥ 0,

ou, equivalentemente,

µ−n = 1−
n∑

j=1

v−j+1, n ≥ 1.

Agora, uma vez que vj = −v−j+1 para j ≥ 1 (veja (3.18)), é posśıvel concluir-se a
partir de (4.8) que

µk = 1 +
k∑

j=1

vj = 1−
k∑

j=1

(v−j+1) = 1−
k∑

j=1

(v−j+1) = µ−k, k ≥ 1.

Portanto,
µ−k = µk, k ≥ 1.

Observe que definindo o funcional de momento M por

M[ζ−k] = µk, k = 0,±1,±2, . . . , (4.10)

então,

M[ζ−k] = 1−N
[
1− ζ−k

1− ζ

]
, k = 0,±1,±2, . . . . (4.11)

Com efeito, de (3.27), tem-se

k∑
j=1

vj =
k∑

j=1

N
[
ζ−j
]
= N

[
k∑

j=1

ζ−j

]
. (4.12)
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Mas, considerando

Jk(ζ) =
k∑

j=1

ζ−j = ζ−1 + ζ−2 + · · ·+ ζ−k, (4.13)

obtém-se

Jk(ζ)− ζ−1Jk(ζ) = (ζ−1 + ζ−2 + · · ·+ ζ−(k−1) + ζ−k)

− (ζ−2 + ζ−3 + · · ·+ ζ−k + ζ−k−1)

= ζ−1 − ζ−k−1.

Dáı

Jk(ζ) =
ζ−1 − ζ−k−1

1− ζ−1
=

1− ζ−k

ζ − 1
= −

(
1− ζ−k

1− ζ

)
. (4.14)

Logo, levando-se em consideração a primeira igualdade em (4.8) e utilizando (4.12),(4.13)
e (4.14), conclui-se que

M[ζ−k] = µk = 1 +
k∑

j=1

vj = 1 +N

[
k∑

j=1

ζ−j

]
= 1−N

[
1− ζ−k

1− ζ

]
,

o que representa a igualdade (4.11).
Observe, também, que a partir das relações dadas em (4.8) tem-se

v−k = µ−k − µ−k−1, k = 0,±1,±2, . . . .

Isto ocorre já que, para k = 1, 2, · · · , vale

µ−k − µ−k−1 = µ−k − µ−(k+1) =

[
1−

k∑
j=1

v−j+1

]
−

[
1−

k+1∑
j=1

v−j+1

]
= v−k

e para k = 0 e k = −1, observa-se, respectivamente, que

µ0 − µ−1 = 1− µ−1 = 1−

[
1−

1∑
j=1

v−j+1

]
= 1− (1− v0) = v0,

µ1 − µ0 = µ1 − 1 =

[
1 +

1∑
j=1

vj

]
− 1 = (1 + v1)− 1 = v1.
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Além disso, para k = −1,−2, · · · , fazendo-se w = −k = 2, 3, · · · , obtém-se

µ−k − µ−k−1 = µw − µw−1 =

[
1 +

w∑
j=1

vj

]
−

[
1 +

w−1∑
j=1

vj

]
= vw = v−k.

Dessa forma, os funcionais de momento M e N (dados, respectivamente, por (3.27)
e (4.10)) satisfazem

M[ζk(1− ζ)] = M[ζk − ζk+1] = M[ζk]−M[ζk+1] = µ−k − µ−(k+1)

= µ−k − µ−k−1 = v−k = N [ζk],

isto é,
N [ζk] = M[ζk(1− ζ)], k = 0,±1,±2, . . . . (4.15)

Agora, considerando a decomposição parcial de An(z)/Bn(z), tem-se

An(z)

Bn(z)
=
Rn(z)−Qn(z)

(z − 1)Rn(z)
=

λn,0
z − 1

+
n∑

j=1

λn,j
z − zn,j

, (4.16)

onde zn,j, para j = 1, 2, . . . , n, são os zeros de Rn(z),

λn,0 = 1− Qn(1)

Rn(1)
e λn,j =

Qn(zn, j)

(1− zn,j)R
′
n(zn,j)

, j = 1, 2, . . . , n. (4.17)

De fato, a igualdade em (4.16) é válida se, e somente se,

1− Qn(z)

Rn(z)
= λn,0 + (z − 1)

n∑
j=1

λn,j
z − zn,j

, z ̸= 1.

Logo, tomando o limite quando z tende para 1 em ambos os membros da igualdade
acima chega-se à primeira relação em (4.17). De modo análogo, a relação (4.16) é
verdadeira se, e somente se,

Rn(z)−Qn(z)

z − 1
= Rn(z)

λn,0
z − 1

+Rn(z)
n∑

j=1

λn,j
z − zn,j

, z ̸= zn,j, j = 1, 2, . . . , n,

ou ainda,

Rn(z)−Qn(z)

z − 1
= Rn(z)

λn,0
z − 1

+ [Rn(z)−Rn(zn,j)]
n∑

j=1

λn,j
z − zn,j

, z ̸= zn,j,
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com j = 1, 2, . . . , n. Dáı, como Rn(zn,j) = 0 para todo j = 1, 2, . . . , n (já que zn,j com
j = 1, 2, . . . , n, são os zeros de Rn(z)), tomando o limite quando z tende para zn,j em
ambos os membros da última igualdade, obtém-se

Qn(zn, j)

(1− zn,j)
= R

′

n(zn,j)λn,j, j = 1, 2, . . . , n,

o que equivale à segunda relação em (4.17).
Observe que da primeira igualdade em (4.17) e do Lema 3.3, segue imediatamente

que
1− d1 = λ1,0 > λ2,0 > . . . > λn,0 > λn+1,0 > . . .

e
lim
n→∞

λn,0 =M0. (4.18)

Além disso, da segunda igualdade em (4.17), considerando Vn(z) e Un(z), respectiva-
mente, como em (2.6) e (3.11) (veja também (3.12)) e levando em consideração que
Rn(zn,j) = 0 e Rn−1(zn,j) ̸= 0 para todo j = 1, 2, . . . , n (veja Lema 2.1), é posśıvel
observar que, para j = 1, 2, . . . , n, vale

λn,j =
Qn(zn, j)

(1− zn,j)R
′
n(zn,j)

=
Qn(zn, j)Rn−1(zn, j)

(1− zn,j)R
′
n(zn,j)Rn−1(zn, j)

=
Un(zn,j)

(1− zn,j)Vn(zn,j)
.

Consequentemente, usando a relação (2.7) (obtida no Lema 2.3) e a relação (3.12),
tem-se

λn,j =
Un(zn,j)

(1− zn,j)Vn(zn,j)

=
22n−1d1d2 · · · dnzn−1

n,j z
−(n−2)
n,j 2−(2n−3)

(1− zn,j)(zn,j − 1)Wn(xn,j)

=
4d1d2 · · · dn
Wn(xn,j)

zn,j
(1− zn,j)(zn,j − 1)

> 0, j = 1, 2, . . . , n.

Aqui, a positividade de λn,j, j = 1, 2, . . . , n, segue do fato dos Wronskianos Wn(x),
definidos em (2.4), satisfazerem Wn(xn,j) > 0 nos zeros, xn,j, n ≥ 1, j = 1, 2, . . . , n, de
Gn(x) em [−1, 1] (veja (2.5)), do fato da sequência {dn}∞n=1 ser tal que dn > 0, para
n ≥ 1 (já que {dn}∞n=1 é uma sequência encadeada positiva) e do fato de que, sendo
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zn,j = eiθn,j , então

zn,j
(1− zn,j)(zn,j − 1)

=
eiθn,j

(1− eiθn,j)(eiθn,j − 1)

eiθn,j

eiθn,j
=

1

−eiθn,j + 2− e−iθn,j

=
1

−cos (θn,j)− isen (θn,j) + 2− cos (−θn,j)− isen (−θn,j)

=
1

−cos (θn,j)− isen (θn,j) + 2− cos (θn,j) + isen (θn,j)

=
1

2− 2cos (θn,j)
=

1

4

[
1

2
− cos (θn,j)

2

] =
1

4 sen2

(
θn,j
2

) > 0,

para todo j = 1, 2, . . . , n, (n ≥ 1).
Além da positividade dos elementos λn,j, j = 0, 1, 2, . . . , n, por considerar o limite

de zAn(z)/Bn(z), quando |z| → ∞, tem-se ainda

n∑
j=0

λn,j = 1. (4.19)

Com efeito, observe que, de (4.16), por um lado, vale

zAn(z)

Bn(z)
=
z [Rn(z)−Qn(z)]

(z − 1)Rn(z)
=

Rn(z)−Qn(z)(
1− 1

z

)
Rn(z)

=
1(

1− 1

z

) − Qn(z)(
1− 1

z

)
Rn(z)

,

de onde segue que

lim
|z|→∞

zAn(z)

Bn(z)
= 1− lim

|z|→∞

Qn(z)

Rn(z)
= 1, (4.20)

já que, de (3.15) e (3.17), tem-se lim|z|→∞ [Qn(z)/Rn(z)] = 0. Por outro lado, usando
novamente (4.16), obtém-se

zAn(z)

Bn(z)
=

λn,0
(z − 1)

z +
n∑

j=1

λn,j
z − zn,j

z =
λn,0(
1− 1

z

) +
n∑

j=1

 λn,j

1− zn,j
z

 .
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Consequentemente,

lim
|z|→∞

zAn(z)

Bn(z)
= lim

|z|→∞

 λn,0(
1− 1

z

) +
n∑

j=1

λn,j

1− zn,j
z


= λn,0 +

n∑
j=1

λn,j =
n∑

j=0

λn,j, (4.21)

e o resultado em (4.19) segue, portanto, de (4.20), (4.21) e da unicidade do limite.
Agora, definindo-se funções escada ψn(e

iθ), n ≥ 1, no intervalo [0, 2π], por

ψn(e
iθ) =



0, se θ = 0,
λn,0, se 0 < θ ≤ θn,1,
k∑

j=0

λn,j, se θn,k < θ ≤ θn,k+1, k = 1, 2, . . . , n− 1,

1, se θn,n < θ ≤ 2π,

então, uma vez que zn,j = eiθn,j , j = 1, 2, . . . , n (n ≥ 1), têm-se, da definição da integral
de Riemann-Stieltjes e de (4.16), que∫

C

1

z − ζ
dψn(ζ) =

1

z − ei.0
λn,0 +

n∑
j=1

1

z − eiθn,j
λn,j =

λn,0
z − 1

+
n∑

j=1

λn,j
z − zn,j

=
An(z)

Bn(z)
,

ou seja,
An(z)

Bn(z)
=

∫
C

1

z − ζ
dψn(ζ), n ≥ 1. (4.22)

Dáı, aplicando o teorema de seleção de Helly (veja [15]), tem-se que existe uma sub-
sequência {nj} tal que ψnj

(eiθ) converge para uma função limitada e não-decrescente
em [0, 2π]. Denotando essa função por µ(eiθ), como∫

C
dψn(ζ) =

n∑
j=0

λn,j = 1 (4.23)

(que segue da definição da integral de Riemann-Stieltjes e de (4.19)) e, como, consi-
derando expansões em séries em torno da origem e do infinito, (4.4), (4.5)) e (4.22),
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vale

µ0

z
+
µ−1

z2
+
µ−2

z3
+ · · ·+ µ−n

zn+1
=

An(z)

Bn(z)

=

∫
C

1

z − ζ
dψn(ζ) =

∫
C

1

z

[
1

1− (ζ/z)

]
dψn(ζ)

=

∫
C

1

z

[
1 +

ζ

z
+
ζ2

z2
+ · · ·

]
dψn(ζ)

=
∞∑
j=0

1

zj+1

∫
C
ζjdψn(ζ)

e

−µ1 − µ2z − µ3z
2 − · · · − µnz

n−1 =
An(z)

Bn(z)

=

∫
C

1

z − ζ
dψn(ζ) = −

∫
C

1

ζ

[
1

1− (z/ζ)

]
dψn(ζ)

= −
∫
C

1

ζ

[
1 +

z

ζ
+
z2

ζ2
+ · · ·

]
dψn(ζ)

= −
∞∑
j=0

zj
∫
C
ζ−(j+1)dψn(ζ),

então ∫
C
ζkdψn(ζ) = µ−k, k = ±1,±2, . . . ,±n. (4.24)

Agora, tomando o limite da subsequência ψnj
(eiθ), a qual converge para µ(eiθ), tem-se,

por (4.23) e (4.24), que∫
C
dµ(ζ) = 1 = M[1] e

∫
C
ζkdµ(ζ) = µ−k = M[ζk], k = ±1,±2, . . . , (4.25)

onde M é o funcional de momento definido em (4.10).
Finalmente, a partir de conhecidos resultados na literatura sobre problemas de mo-

mento no ćırculo unitário, pode-se concluir que µ é a única medida de probabilidade que
satisfaz as relações (4.25). Além disso, da construção estabelecida acima e da definição
da integral de Riemann-Stieltjes, tem-se também que∫

C
f(ζ)dψn(ζ) =

n∑
j=1

f(zn,j)λn,j + f(1)λn,0

=

∫
C
f(ζ)dψ̃n(ζ) + f(1)λn,0, (4.26)
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onde ψ̃n(e
iθ), n ≥ 1, são funções escada no intervalo [0, 2π], do tipo

ψ̃n(e
iθ) =


0, se 0 < θ ≤ θn,1
k∑

j=0

λn,j, se θn,k < θ ≤ θn,k+1 , k = 1, 2, . . . , n− 1.

1, se θn,n < θ ≤ 2π

Essa sequência de funções também (pelo teorema de seleção de Helly) possui uma
subsequência {ñj} tal que ψ̃ñj

(eiθ) converge para uma função limitada e não-decrescente
em [0, 2π], a qual será denotada por µ̃(eiθ). Logo, tomando o limite na igualdade (4.26)
quando n→ ∞, e levando em consideração que por (4.18), limn→∞ λn,0 =M0, obtém-se∫

C
f(ζ)dµ(ζ) =

∫
C
f(ζ)dµ̃(ζ) + f(1)M0,

de onde segue que a medida µ tem um ponto puro de massa M0 em z = 1.
Observe também que a igualdade em (4.15), junto com as relações em (4.25), ga-

rantem que, para k = 0,±1,±2, . . . , vale

N [ζ−n] = M[ζ−n(1− ζ)] = M[ζ−n]−M[ζ−n+1]

=

∫
C
ζ−ndµ(ζ)−

∫
C
ζ−n+1dµ(ζ) =

∫
C
ζ−n(1− ζ)dµ(ζ),

e isto conclui a prova do teorema.

5 Outras propriedades de Rn(z) e os OPUC associ-

ados

Nessa seção apresentam-se algumas propriedades adicionais satisfeitas pelos po-
linômios Rn(z) que ajudarão a determinar a sequência de polinômios ortogonais as-
sociada à medida de probabilidade µ obtida na seção anterior. Inicialmente, observe
que, do Teorema 4.1, tem-se

vk = N [ζ−k] =

∫
C
ζ−k(1− ζ)dµ(ζ), k = 0,±1,±2, . . . .
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Dáı, considerando Rn(ζ) =
∑n

j=0 rn,jζ
j, o Lema 3.4 garante que∫

C
ζ−n+kRn(ζ)(1− ζ)dµ(ζ) =

n∑
j=0

rn,j

[∫
C
ζ−n+k+j(1− ζ)dµ(ζ)

]

=
n∑

j=0

rn,jN [ζ−n+k+j] = N

[
n∑

j=0

rn,jζ
−n+k+j

]
= N [ζ−n+kRn(ζ)]

= 0, (5.1)

para k = 0, 1, . . . , n− 1, com n ≥ 1.
O seguinte lema relaciona os valores das integrais

∫
C Rn(ζ)dµ(ζ) com a sequência de

parâmetros minimal da sequência encadeada positiva {dn}∞n=1.

Lema 5.1 Seja γ̂n =
∫
C Rn(ζ)dµ(ζ), com n ≥ 0. Então

γ̂0 = 1 e γ̂n = 2(1−mn)γ̂n−1, n ≥ 1, (5.2)

onde {mn}∞n=0 é a sequência de parâmetros minimal da sequência encadeada positiva
{dn}∞n=1.

Demonstração: Primeiro observe que, sendo R0(ζ) = 1, usando a definição de γ̂n
e o fato de µ ser uma medida de probabilidade (veja a primeira igualdade em (4.25)),
tem-se

γ̂0 =

∫
C
R0(ζ)dµ(ζ) =

∫
C
dµ(ζ) = 1,

o que garante a primeira parte de (5.2). Por outro lado, sendo R1(z) = (1+ ic1)z+(1−
ic1), usando a definição de γ̂n e a relação da medida µ com sua respectiva sequência de
momentos {µk}∞k=−∞ (dada em (4.25)), obtém-se

γ̂1 =

∫
C
R1(ζ)dµ(ζ) =

∫
C
[(1 + ic1)ζ + (1− ic1)]dµ(ζ)

= (1 + ic1)

∫
C
ζdµ(ζ) + (1− ic1)

∫
C
dµ(ζ)

= (1 + ic1)µ−1 + (1− ic1). (5.3)

Mas, da segunda igualdade em (4.8) e das relações entre as sequências {γn}∞n=0, {cn}∞n=1

e {dn}∞n=1 (dadas no enunciado do Lema 3.4), sabe-se, respectivamente, que

µ−1 = 1−
1∑

j=1

v−j+1 = 1− v0 e v0 = 2d1/(1 + ic1).
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Logo, uma vez que m1 = d1 (pois {mn}∞n=0 é a sequência de parâmetros minimal para
{dn}∞n=1), a igualdade (5.3) pode ser reescrita como

γ̂1 = (1 + ic1)

(
1− 2d1

1 + ic1

)
+ (1− ic1) = 2(1− d1) = 2(1−m1), (5.4)

e isto mostra a segunda parte de (5.2) para n = 1.
Para provar os demais casos de (5.2), observe inicialmente que, a partir de (5.1) com

k = n− 1, tem-se

0 =

∫
C
ζ−1Rn(ζ)(1− ζ)dµ(ζ) =

∫
C
ζ−1Rn(ζ)dµ(ζ)−

∫
C
Rn(ζ)dµ(ζ)

=

∫
C
ζ−1Rn(ζ)dµ(ζ)− γ̂n,

de onde segue que

γ̂n =

∫
C
ζ−1Rn(ζ)dµ(ζ).

Dáı, fazendo k = n− 2 em (5.1) e usando a igualdade anterior, obtém-se

0 =

∫
C
ζ−2Rn(ζ)(1− ζ)dµ(ζ) =

∫
C
ζ−2Rn(ζ)dµ(ζ)−

∫
C
ζ−1Rn(ζ)dµ(ζ)

=

∫
C
ζ−2Rn(ζ)dµ(ζ)− γ̂n,

ou ainda,

γ̂n =

∫
C
ζ−2Rn(ζ)dµ(ζ).

Logo, continuando o processo acima para k = n− 3, n− 4, . . . , 0, pode-se concluir que

γ̂n =

∫
C
ζ−jRn(ζ)dµ(ζ), j = 0, 1, . . . , n, n ≥ 1. (5.5)

Consequentemente, utilizando a fórmula de recorrência de três termos (1.5), é posśıvel
observar que, para n ≥ 1, tem-se
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γ̂n+1 =

∫
C
ζ−1Rn+1(ζ)dµ(ζ) =

∫
C
ζ−1 [(1 + icn+1)ζ + (1− icn+1)]Rn(ζ)dµ(ζ)

− 4dn+1

∫
C
Rn−1(ζ)dµ(ζ),

= (1 + icn+1)

∫
C
Rn(ζ)dµ(ζ) + (1− icn+1)

∫
C
ζ−1Rn(ζ)dµ(ζ)

− 4dn+1

∫
C
Rn−1(ζ)dµ(ζ)

= (1 + icn+1)γ̂n + (1− icn+1)γ̂n − 4dn+1γ̂n−1,

ou ainda,
γ̂n+1 = 2γ̂n − 4dn+1γ̂n−1, n ≥ 1. (5.6)

Agora, observe que a igualdade (5.6) é equivalente a

d1,n = dn+1 =
2γ̂n − γ̂n+1

4γ̂n−1

=
γ̂n

2γ̂n−1

(
2− γ̂n+1

γ̂n

)
2

=
γ̂n

2γ̂n−1

(
1− γ̂n+1

2γ̂n

)
= (1− gn)gn+1, n ≥ 1, (5.7)

onde

gn := 1− γ̂n
2γ̂n−1

, n ≥ 1. (5.8)

Logo, usando (5.4), obtém-se

1− g1 =
γ̂1
2γ̂0

=
2(1−m1)

2.1
= 1−m1,

e, portanto, g1 = m1. Mas, do fato da sequência de parâmetros minimal de uma
sequência encadeada positiva {dn}∞n=1 ser ainda uma sequência de parâmetros da sequência
encadeada positiva {d1,n}∞n=1, obtém-se, de (5.7), a seguinte igualdade

(1−m1)m2 = d1,1 = (1− g1)g2,

de onde segue que g2 = m2. Seguindo sucessivamente esse processo é posśıvel concluir
que gn = mn para todo n ≥ 1, o que garante por (5.8) que

1− γ̂n
2γ̂n−1

= mn, n ≥ 1,
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ou, equivalentemente,
γ̂n = 2(1−mn)γ̂n−1, n ≥ 1,

o que conclui a prova do lema.

Agora, como consequência imediata do Lema 5.1 (veja também (5.5)), tem-se∫
C
ζk [Rn(ζ)− 2(1−mn)Rn−1(ζ)] dµ(ζ)

=

∫
C
ζ−kRn(ζ)dµ(ζ)− 2(1−mn)

∫
C
ζ−kRn−1(ζ)dµ(ζ)

= γ̂n − 2(1−mn)γ̂n−1

= γ̂n − γ̂n

= 0, k = 0, 1, . . . , n− 1, n ≥ 1. (5.9)

Dáı, usando o fato de Rn(z)− 2(1−mn)Rn−1(z) ser um polinômio de grau exatamente
n com o coeficiente do termo de maior grau, rn,n, sendo rn,n =

∏n
k=1(1 + ick) (veja

(3.10)), é posśıvel estabelecer o seguinte teorema (o qual fornece a respectiva sequência
de polinômios ortogonais em relação à medida µ obtida na seção anterior):

Teorema 5.2 Se a sequência de polinômios {Sn} é tal que

S0(z) = 1 e Sn(z)
n∏

k=1

(1 + ick) = Rn(z)− 2(1−mn)Rn−1(z), com n ≥ 1,

então {Sn(z)}∞n=0 é a sequência de OPUC mônicos com relação à medida µ(z).

Demonstração: De fato, uma vez que S0(z) = 1 ̸≡ 0 e

Sn(z) =
Rn(z)− 2(1−mn)Rn−1(z)

n∏
k=1

(1 + ick)

̸≡ 0, n ≥ 1,

tem-se ∫
C
Sn(z)Sn(z)dµ(z) =

∫
C
|Sn(z)|2dµ(z) = ||Sn||2 ̸= 0, n ≥ 0.

Além disso, como Sm(z) é um polinômio mônico de grau exatamente m, fazendo
Sm(z) :=

∑m
j=0 bm,jz

j, bm,j ∈ C (bm,m = 1), m ≥ 0, pode-se observar, por (5.9),
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que∫
C
Sn(z)Sm(z)dµ(z) =

∫
C
Sm(z)Sn(z)dµ(z) =

∫
C

m∑
j=0

bm,jz
jSn(z)dµ(z)

=
m∑
j=0

bm,j

∫
C
zjSn(z)dµ(z)

=
1

n∏
k=1

(1 + ick)

m∑
j=0

bm,j

∫
C
zj [Rn(z)− 2(1−mn)Rn−1(z)] dµ(z)

= 0, m = 0, 1, . . . , n− 1, n ≥ 1,

Consequentemente, usando (1.2), pode-se afirmar que {Sn(z)}∞n=0 é a sequência de
polinômios ortogonais mônicos, no ćırculo unitário, com relação à medida µ(z).

Observação 5.3 Do teorema acima, e levando-se em consideração que se
Rn(z) =

∑n
j=0 rn,jz

j, então, para n ≥ 1, rn,n = rn,0 =
∏n

k=1(1 + ick) (veja (3.10)),
pode-se afirmar que os coeficientes de Verblunsky associados à medida µ, isto é,
αn−1 = −Sn(0), com n ≥ 1, são dados por

αn−1 =
1− 2mn − icn

1 + icn

n∏
k=1

1 + ick
1− ick

, n ≥ 1.

Com efeito, para n ≥ 1, tem-se

αn−1 = −Sn(0) = − [Rn(0)− 2(1−mn)Rn−1(0)]∏n
k=1(1− ick)

= − [rn,0 − 2(1−mn)rn−1,0]∏n
k=1(1− ick)

=
−rn,0 + 2(1−mn)rn−1,0∏n

k=1(1− ick)
=

−
∏n

k=1(1 + ick) + 2(1−mn)
∏n−1

k=1(1 + ick)∏n
k=1(1− ick)

=

−
∏n

k=1(1 + ick) + 2(1−mn)

∏n
k=1(1 + ick)

(1 + icn)∏n
k=1(1− ick)

=

−1 +
2(1−mn)

(1 + icn)∏n
k=1(1− ick)∏n
k=1(1 + ick)

=
1− 2mn − icn

1 + icn

n∏
k=1

1 + ick
1− ick

.
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6 Considerações finais

De forma conclusiva, destaca-se que o propósito deste trabalho não foi a proposição
de resultados inéditos, mas sim a sistematização e o esclarecimento, sob uma perspectiva
didática, de fundamentos teóricos essenciais sobre os polinômios ortogonais no ćırculo
unitário e sobre as formulações do tipo Favard. A organização das demonstrações,
acompanhadas de comentários explicativos e relações de recorrência, pretende contribuir
para uma compreensão mais acesśıvel e coerente dos conceitos que sustentam essa área
da Matemática. Ao incorporar referências contemporâneas [4, 14, 19, 23], reafirma-
se a relevância cont́ınua desses resultados e o papel que exercem na consolidação de
abordagens modernas dentro da teoria dos polinômios ortogonais e de suas aplicações.
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[1] Agarwal, R.P.; Milovanović, G.V. Extremal problems, inequalities, and classical
orthogonal polynomials. Appl. Math. Comput., v. 128, p. 151–166, 2002.

[2] Anshelevich, M. Linearization coefficients for orthogonal polynomials using sto-
chastic processes. Ann. Probab., v. 33, n. 1, p. 114–136, 2005.

[3] Bracciali, C. F.; LI, X.; Ranga, A. S. Real orthogonal polynomials in frequency
analysis. Math. Comp., v. 74, p. 341–362, 2005.

[4] Bracciali, C.F.; Silva, J.S.; Sri Ranga, A.; Veronese, D.O. Verblunsky coefficients
related with periodic real sequences and associated measures on the unit circle. J.
Math. Anal. Appl., v. 445, p. 719–745, 2017.

ReviSeM, Ano 2026, No. 1, 48–91 89



Ribeiro, F. B.; Silva, J. S.

[5] Breuer, J.; Ryckman, E.; Simon, B. Equality of the spectral and dynamical defi-
nitions of reflection. Comm. Math. Phys., v. 295, p. 531–550, 2010.

[6] Castillo, K.; Costa, M.S.; Sri Ranga, A.; Veronese, D.O. A Favard type theorem
for orthogonal polynomials on the unit circle from a three term recurrence formula.
J. Approx. Theory, v. 184, p. 146–162, 2014.

[7] Chihara, T.S. An Introduction to Orthogonal Polynomials. New York: Gordon and
Breach, 1978.

[8] Costa, M.S.; Felix, H.M.; Sri Ranga, A. Orthogonal polynomials on the unit circle
and chain sequences. J. Approx. Theory, v. 173, p. 14–32, 2013.

[9] Cuyt, A. et al. Handbook of Continued Fractions for Special Functions. Springer,
2008.

[10] Dimitrov, D.K.; Sri Ranga, A. Zeros of a family of hypergeometric para-orthogonal
polynomials on the unit circle. Math. Nachr. 286, p. 1778–1791, 2013.
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