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Resumo

Este trabalho tem como objetivo explorar de forma didatica o conceito de estabilidade
no sentido de Lyapunov. Vamos abordar os diferentes tipos de estabilidade, incluindo
instabilidade no sentido de Lyapunov, estavel e assintoticamente estavel e, em seguida,
apresentamos o Critério de Lyapunov, com sua formulagao e demonstracao detalhada.
Aplicaremos esse critério as equagoes que governam o movimento do péndulo simples e
do péndulo com amortecimento, destacando a relagao entre os conceitos de estabilidade
e principios fisicos. Além disso, discutimos uma aplicacao do Critério de Lyapunov para
uma classe de equacoes semilineares de segunda ordem, com foco no comportamento
assintotico no infinito de suas solugoes.
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Abstract

This work aims to explore the concept of stability in the sense of Lyapunov in a di-
dactic manner. We will address different types of stability, including unstable, stable,
and asymptotically stable, and then present Lyapunov’s Criterion, along with its for-
mulation and detailed proof. We will apply this criterion to the equations governing
the motion of a simple pendulum and a damped pendulum, highlighting the relati-
onship between stability concepts and physical principles. Additionally, we will discuss
an application of Lyapunov’s Criterion to a class of semilinear second-order equations,
focusing on the asymptotic behavior at infinity of their solutions.
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1 Introducao

Aleksandr Mikhailovich Lyapunov, filho do astronomo Mikhail Vasilievich Lyapunov
e de Sofia Aleksandrovna Shilipova, iniciou seus estudos em casa, recebendo, posteri-
ormente, orientacao de seu tio para ingressar no Ginasio. Formou-se em 1876 e, em
seguida, foi aceito na Universidade de Sao Petersburgo, onde desenvolveu uma amizade
duradoura com o renomado matematico Andrey Markov. O trabalho inicial de Lya-
punov concentrou-se na estabilidade das formas elipsoidais de um liquido em rotagao,
inspirado por uma questao proposta por Chebyshev. Em 1892, ele defendeu sua tese
de doutorado, dedicada a estabilidade do movimento. Lyapunov lecionou na Univer-
sidade de Kharkov até 1902, onde teve um papel destacado na Sociedade Matematica
de Kharkov. Suas contribui¢oes notaveis incluiram a teoria das figuras de equilibrio
de liquidos em rotacao e, no campo da probabilidade, a demonstracao do teorema do
limite central. Em 1917, mudou-se para Odessa, mas enfrentou uma tragédia pessoal
com a morte de sua esposa, que o levou ao suicidio em 1918. Por seu trabalho de grande
impacto, foi reconhecido por vérias academias, sendo lembrado principalmente por suas
contribuicoes influentes a estabilidade do movimento e a analise nao linear. Para mais
detalhes sobre sua vida e obras, recomendamos as leituras [3, 18].

Figura 1: Aleksandr Mikhailovich Lyapunov

Imagem disponivel em https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lyapunov/
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A estabilidade de Lyapunov é um conceito crucial na teoria de sistemas dinamicos,
desenvolvido pelo matematico russo Aleksandr Lyapunov no final do século XIX. Lya-
punov propos um método para analisar a estabilidade de sistemas dinamicos, como
equacoes diferenciais ordinarias. Seu trabalho pioneiro foi publicado em seu livro “The
General Problem of the Stability of Motion” em 1892. Lyapunov introduziu o conceito
de funcoes de Lyapunov, que sao fungoes escalares que podem ser usadas para analisar o
comportamento de sistemas dinamicos ao longo do tempo. Ele demonstrou que a estabi-
lidade de um sistema pode ser determinada examinando o comportamento das solucoes
em relagao a uma funcao de Lyapunov. Ao longo dos anos, o conceito de estabilidade de
Lyapunov foi amplamente estudado e aplicado em diversas areas, incluindo engenharia
de controle, fisica, biologia e economia. Os métodos de Lyapunov fornecem uma estru-
tura matematica para analisar a estabilidade e o comportamento de sistemas dinamicos
complexos. Além de Lyapunov, outros matematicos e cientistas contribuiram signifi-
cativamente para o desenvolvimento e aplicacao da teoria de estabilidade de Lyapunov
ao longo do tempo. Entre eles estao Henri Poincaré, que fez contribui¢oes importantes
para a teoria dos sistemas dinamicos, e Andrey Kolmogorov, que trabalhou em proble-
mas relacionados a teoria da probabilidade e sistemas dinamicos. Hoje, a estabilidade
de Lyapunov continua sendo uma ferramenta fundamental para entender e projetar
sistemas dinamicos em uma variedade de disciplinas. A aplicacao pratica dessa teo-
ria pode ser encontrada em sistemas de controle de automoveis, aeronaves, robotica e
muitas outras areas da ciéncia e da engenharia.

Este trabalho tem como objetivo apresentar, de forma didatica, o conceito de es-
tabilidade no sentido de Lyapunov, formulando e provando o famoso Critério de Lya-
punov, além de aplica-lo as equacoes que regem o movimento do péndulo, tanto no
caso do péndulo simples quanto no péndulo com amortecimento. A analise sera fun-
damentada no Critério de Lyapunov, que pode ser visto como uma generalizacao do
Principio da Conservagao de Energia para sistemas conservativos, onde a energia to-
tal do sistema permanece constante ao longo do movimento. Além disso, os conceitos
de estabilidade de Lyapunov fornecem ferramentas essenciais para a caracterizacao do
comportamento assintético das solugoes de certas equagoes diferenciais, possibilitando
a andlise do comportamento das solugoes no infinito. O estudo desses critérios é crucial
para a compreensao da estabilidade de sistemas dinamicos e suas aplicagoes praticas.

Também encontramos bastante aplicacoes da funcao de Lyapunov na biologia. Como
por exemplo em um sistema diferencial particularmente representativo de ecologia que
surge em experimentos de laboratério. Quando um quimiostato contém nutrientes e
um microrganismo, (o exemplo de Daphnia) que usa os nutrientes para crescer. A
modelagem ¢é particularmente simples porque os nutrientes podem medir a massa de
constituintes quimicos que estao livres no quimiostato ou absorvidos pelo microrga-
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nismo. Esse fenomeno pode ser descrito por equacao de equilibrio exato, ver [21] e para
este sistema faz um estudo da funcao de Lyapunov associada. Outras aplicagoes impor-
tantes na biologia da funcao de Lyapunov aparecem nos seguintes estudos: Principio de
populacao estruturada e selecao: uma extensao, Populacao estruturada: canibalismo,
os quais podem ser encontradas em [20, 21].

Nosso principal resultado envolve a aplicagao do Critério de Lyapunov para demons-
trar que se existe uma solugao u = u(t) sob certas condigoes, para a seguinte equagao
semilinear de segunda ordem

u' +au +bg'(u) =0 em R, (1.1)

onde a e b sao parametros positivos, e g : R — R ¢é uma funcao de classe C! que satisfaz
a seguinte condicao

(91) Existem av > 0 e d > 0 tais que g(a) =0 e

g(s) >0 paratodo s € (a —d,a) U (o, v + 6).

Observamos que a notacao ¢'(u) representa a derivada da fungdo g em relagao a sua
variavel s, avaliada no ponto u. Portanto, nao se trata de uma derivada temporal. A
solugdo u = u(t) apresenta o seguinte comportamento assintético no infinito

lim w(t)=a e lim u/(t)=0.

t——+o00 t—+o0
Vale destacar que a equacao (1.1) é uma generalizacdo da equagdo do péndulo sob a
influéncia de uma forca de amortecimento. Essa generalizacao é obtida ao considerar

6(s) = @ — arcos (ZL) ,

«

onde g(s) representa um modelo periddico frequentemente associada ao potencial de
Sine-Gordon. Outro exemplo relevante dentro desse contexto é

g(S) = (82 - 042)27

conhecido como o potencial de Ginzburg-Landau, com importantes aplicagoes na fisica.
Para uma compreensao mais aprofundada sobre aplicacoes fisicas desses potenciais,
recomendamos a leitura dos artigos [1, §].

Gostariamos de destacar que o principal resultado apresentado neste trabalho, re-
lacionado a equagao (1.1) (veja, em particular, o Teorema 5.2), é inédito e representa
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uma contribuicao dos autores para o estudo das equagoes que modelam o movimento
de um péndulo com amortecimento, descritas por

0" + ab’ + bsen(f) = 0,

onde o termo aff’ representa a forca de amortecimento, com a > 0. Este modelo
inspirou nosso estudo devido a presenga de solugoes 6 = 0(t) que satisfazem as condigbes
assintoticas

lim O(t) =7 e lim 6'(t) =0.

t—4o00 t—+o0

Para uma analise detalhada da equacao do péndulo com amortecimento, sugerimos a
leitura de [19]. J4 para um estudo mais abrangente da equagao do péndulo, incluindo
o péndulo com ponto de suspensao oscilante e a analise da estabilidade do sistema
envolvido, recomendamos a referéncia [14]. No caso particular a = 0, sdo estabelecidas
em [4] condigoes de existéncia dessas solugoes utilizando métodos variacionais. Nossa
abordagem, por outro lado, baseia-se no Critério de Lyapunov. Embora nosso estudo
se concentre na equagao (1.1) com a > 0, ele também foi inspirado por uma ampla
gama de trabalhos que exploram equagoes do tipo (1.1), frequentemente referidas como
equacoes de Allen-Cahn, no caso particular em que a = 0. Para uma compreensao
mais detalhada, sugerimos a consulta aos artigos [10, 11, 12]. Por outro lado, para
estudos que abordam especificamente o caso em que a > 0, recomendamos a leitura da
referéncia [9].

Nosso trabalho esta organizado da seguinte forma: Na Segao 2, introduzimos e discu-
timos os conceitos de instabilidade no sentido de Lyapunov, estdavel e assintoticamente
estavel. Na Secao 3, apresentamos o Critério de Lyapunov em detalhes, com sua for-
mulagao e demonstragao. Em seguida, na Segao 4, aplicamos o conceito de estabilidade
e o Critério de Lyapunov a equacao do péndulo, discutindo como esses conceitos se
relacionam com principios fisicos. Finalmente, na Secao 5, exploramos uma aplicacao
do Critério de Lyapunov a uma classe de equagoes semilineares de segunda ordem,
analisando suas implicagoes para a estabilidade de solugoes.

2 Estabilidade

Nesta se¢ao, estudaremos as nogoes de estabilidade para uma classe de sistemas autonomos.
Daqui em diante, vamos considerar o espaco Euclidiano RY, N > 1, equipado com a

norma Euclidiana || - ||, a qual é derivada do produto interno usual (-,-) de RY isto é,
|z|| = v/{z,z) para x € RY. Consideremos o seguinte sistema auténomo
y = fy), (2.1)
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em que f: U C RY — RY ¢ uma funcao de classe C! definida no aberto U e 3/ denota
a derivada do caminho y definida em um intervalo aberto I C R e tomando valores em
RY a qual é definida por

J/(5) = lim y(s +1) —y(s)

, sel.
t—0 t

E comum referir-se a f como um campo vetorial em RY. Daqui em diante, uma solucao
do sistema (2.1) passando por um ponto x € U é uma funcao diferencidvel, denotada
por ., definida em um intervalo real aberto I tal que

e.(t) elU, Vtel,

{ @, (t) = fea(t))
¢:(0) =z,

a qual é solucdo do seguinte Problema do Valor Inicial (PVI)

{ y = fy)
y(0) =,

Um ponto zp € U é dito singular para f quando f(zg) = 0. Neste caso, também
dizemos que g é um ponto singular ou de equilibrio para o sistema auténomo (2.1).
Neste contexto, a fungao constante ¢(t) = xy é uma solugao para (2.1).

A seguir, apresentaremos as nogoes de estabilidade para sistemas do tipo (2.1).

Defini¢ao 2.1. Seja 2y € U um ponto singular para (2.1).

(1) Dizemos que zq é estdvel se dado qualquer € > 0, existe § > 0 tal que toda solucao
y = ¢(t) do sistema (2.1) que satisfaz, em t = 0,

16(0) — ol <4,
existe para todo t > 0 e satisfaz
lo(t) — x| <€, Vt>0.
Para uma ilustragao gréfica de (7), consulte a Figura 2.

(73) Dizemos que zq é assintoticamente estdvel, se existe 6 > 0 tal que se uma solugao
y = ¢(t) do sistema (2.1) for estédvel e satisfaz

[6(0) — ol <4,
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entao

Para uma ilustracao grafica de (i7) veja Figura 3.
(17i) O ponto xy é dito instdvel quando nao é estavel. Veja a Figura 4 para uma

ilustracao geométrica.

Figura 2: Interpretacao geométrica de um ponto estavel

Fonte: Elaborada pelos autores

I\o/l

’\.

Figura 3: Interpretacao geométrica de um ponto assintoticamente estavel

r\ ““““““ £
/

Fonte: Elaborada pelos autores
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Figura 4: Interpretacao geométrica de um ponto instavel

/
A

/

Fonte: Elaborada pelos autores

A seguir, veremos alguns exemplos para ilustrar, na pratica, as nogoes de estabili-

dade.

Exemplo 2.2. Consideremos a seguinte equacao diferencial unidimensional

y = f(y), (2.2)

onde f: R — R é definida por f(y) = ay, sendo a uma constante real. Primeiramente,
observe que a solugao da equagao (2.2) que passa por x € R assume a forma

at

0 (t) = e

Essa solucao pode ser obtida diretamente aplicando o método do fator integrante para
equagoes diferenciais lineares. Para uma explicagao mais detalhada desse método, con-
sulte, por exemplo, [5]. Note que 0 é um ponto singular para (2.2), uma vez que
f(0) = 0. Veremos agora que a estabilidade de (2.2) fica bem determinada quando
conhecido o valor de a.

(i) Se a < 0, entao 0 é assintoticamente estavel.
at

Com efeito, como a solugao de (2.2) passando por x € R é da forma ¢, (t) = ez,

dado € > 0, escolhemos § = — > 0, em que M = sup |e™|, para obter
M >0
l02(0) = 0| = |z| <6 = |p.(t)— 0| = e x| < M|z| <e, Vt>0.

Portanto, 0 é estavel. Ademais, 0 é assintoticamente estavel pois, para cada = € R,

. . . at .
t£+moo Palt) = tlg-nooe z=0
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uma vez que a < 0. Em resumo, quando a é negativo, as solugoes de (2.2) tendem a

convergir para (0 conforme ¢ cresce, o que caracteriza a estabilidade assintética do ponto
0.

Observacgao 2.3. Conforme discutido anteriormente, a convergéncia das solugoes da
equacao diferencial unidimensional yv' = ay para o ponto singular to = 0 implica a
estabilidade assintotica desse ponto, sempre que a < 0. No entanto, de maneira ge-
ral, 1sso ndao € verdade, pois existem exemplos de equacoes diferenciais ordindrias cujas
solugoes convergem para um mesmo ponto singular, mas esse ponto nao € assintoti-
camente estdvel. Um exemplo cldssico dessa situacao € apresentado por Vinograd em

[28].
(77) Se a =0, entdo 0 é estdvel mas nao é assintoticamente estével.

De fato, para este caso especifico, as solugbes do sistema (2.2) passando pelo ponto
x € R sao constantes, ou seja, ¢, (t) = x. Assim, dado € > 0, escolhemos 6 = € de modo
que
lp2(0) = 0] = [z[ <0 = [pa(t) = 0] = |z| <€, VE=0.

Portanto, 0 é estavel. No entanto, 0 nao é assintoticamente estével, pois para qualquer
d>0ex € (0,0) tem-se |y, (t) — 0] = |xo| > 0 para todo ¢ > 0. Isso significa que, in-
dependentemente de quao préximo inicialmente estamos de 0, as solugoes permanecerao
na mesma distancia de 0 a medida que o tempo aumenta.

(73i) Se a > 0, entao 0 é instavel.

Para demonstrar que 0 é um ponto instavel quando a > 0, observe que para qualquer
d > 0, se escolhermos x pertencente ao intervalo (—6, ) com = # 0, entao |p,(0)—0| < 4.
No entanto, podemos notar que

02 (t) = O] = [pa(t)] = x| = e®|x| > 1, V>t

para algum ¢, > 0, dado que |, (t)| = e™|z| — 400 conforme ¢t — +oo. Isso implica
que qualquer solucao inicialmente préxima de 0 se afastard indefinidamente de 0 a
medida que o tempo aumenta, tornando 0 um ponto instavel do sistema quando a > 0.
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Figura 5: Ilustragao geométrica da estabilidade de (2.2)

>
>

a<0 + a>0

a<0

Fonte: Elaborada pelos autores

O seguinte exemplo é um caso mais geral do exemplo anterior.

Exemplo 2.4. Consideremos o seguinte sistema linear autonomo

y = f(y), (2.3)

onde y = y(t) = (u(t),v(t)) e f(u,v) = (au + bv,cu + dv), com a,b,c,d € R. FEsse
sistema pode ser reescrito de forma matricial como

(v)=(ea)-(2)

o que corresponde a um sistema linear de primeira ordem com coeficientes constantes.
A anélise desse tipo de sistema é essencial na teoria das equacoes diferenciais. A solucao
geral envolve determinar os autovalores e autovetores da matriz de coeficientes, o que
permite a construcao das solugoes gerais do sistema. Para um estudo aprofundado sobre
métodos de solucao recomendamos a leitura da referéncia [5]. Observe que (0,0) é um
ponto singular para o sistema (2.3), uma vez que f(0,0) = (0,0). Agora, sejam ry e ry
raizes da equagao caracteristica

r* — (a+ d)r + (ad — cb) = 0.

Neste caso, a estabilidade do ponto singular (0, 0) é determinada quando sao conhecidas
as raizes da equacao caracteristica. A seguinte caracterizagao ocorre:
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(7) Se Re(r1) < 0 e Re(rg) < 0, entdo (0,0) é um ponto assintoticamente estavel.

(i7) Se 1 e ry sdo imaginérios puros, entao (0,0) é um ponto estdvel, mas nao é
assintoticamente estavel.

(#73) Se Re(r1) > 0 ou Re(rg) > 0, entdo (0,0) é um ponto instavel.

Pelo estudo cléassico de equacoes diferenciais ordinarias lineares, sabemos que as solugoes
sao classificadas de acordo com os valores das raizes r1 e . Por exemplo, quando 71 e 79
sdo imagindrios puros, as solugdes do sistema (2.2) sao ciclos fechados do tipo centro e,
por isso, (0,0) deve ser um ponto estével, mas nao é assintoticamente estdvel. Para um
estudo detalhado da estabilidade do sistema (2.3) recomendamos a leitura de [5]. No
caso mais geral, do estudo da estabilidade de sistemas lineares em R veja [15, 24, 25].

Observagao 2.5. Gostariamos de destacar que o objetivo do Exemplo 2. € ilustrar que
o Exemplo 2.2 pode ser estendido a um caso mais geral. No entanto, o estudo detalhado
da estabilidade do sistema linear apresentado naquele exemplo, utilizando a Defini¢ao
2.1, apresenta desafios e cdlculos extensivos. Por exemplo, as solucoes do sistema sao
de natureza exponencial, ou seja, tém a forma et, onde

A:<ZZ).

Estudar o comportamento dessas solugoes na origem requer um estudo aprofundado
sobre os autovalores e autovetores da matriz A, o que por si s6 traz dificuldades, prin-
cipalmente quando a matriz A nao é diagonalizavel. Dado o cardter introdutorio deste
trabalho, o desenvolvimento desses cdlculos seria excessivamente longo e desviaria do
objetivo principal. Para maiores detalhes, o leitor interessado pode consultar [13].

3 Critério de Lyapunov

Nesta secao, apresentaremos o Critério de Lyapunov, também conhecido como método
direto, um importante instrumento na analise de estabilidade de sistemas de equagoes
diferenciais ordindarias. Esse critério permite inferir a estabilidade de pontos singula-
res por meio da construgao de uma funcao auxiliar apropriada, chamada funcao de
Lyapunov. Antes de detalharmos o método, introduzimos a seguinte definicao.

Definigao 3.1 (Fungao de Lyapunov). Seja zq € U um ponto singular para o sistema
(2.1). Uma fungio V : A C RN — R de classe C* no aberto A C U contendo zy € dita
funcao de Lyapunov para xq, se satisfaz as sequintes condicoes:
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(i) V(zg) =0 e V(x) > 0 para todo x € A\ {xo};
(i) (VV(z), f(z)) <0 para todo x € A.
A funcao de Lyapunov V' € dita estrita se

(11i) (VV(x), f(x)) <0 para todo x € A\ {xo}.

Observagao 3.2. Para cada v € A, sabemos que existe um angulo 6 entre os vetores

VV(z) e f(x) tal que

(VV(2), f(2)) = [[VV(2)[[I[f ()] cos(8).

Pela condigao (i) da definicao de uma fun¢do de Lyapunov, (VV (z), f(z)) < 0. Con-
sequentemente, cos(f) < 0 e, assim, o angulo 0 deve estar entre 90° e 180°. Isso
significa que os vetores VV (x) e f(x) formam um angulo nao agudo. Isso fornece uma
ilustragao geométrica da condigao (i1).

A Definicao 3.1 é fundamental para analisar propriedades como estabilidade e con-
vergéncia em sistemas do tipo (2.1).

Exemplo 3.3. Consideremos o seguinte sistema linear autonomo
y = fy), (3.1)
em que f : R? — R? é dado por
fu,v) = (—u — v, 3u — 2v).

Neste caso, (0,0) é um ponto singular para (3.1). Vamos mostrar que a fun¢ao V :
R? — R definida por

V(u,v) == (v* +0?)

1

2
é uma funcao de Lyapunov estrita para (0,0). De fato, notemos inicialmente que
V(0,0) =0 e que V(u,v) > 0 para todo (u,v) # (0,0). Além disso,

(VV (u,), flu,v)) = ((u,v), (—u—2v,3u—20)) = —(u—v)* —v> <0, V(u,v)# (0,0).

Portanto, V' é uma funcdo de Lyapunov estrita para (0,0).
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Observacao 3.4. Observe que, se V é uma funcao de Lyapunov para um ponto xg,
entdo a funcio V,(x) = aV(x), com a > 0, também é uma fun¢io de Lyapunov
para xqo. Isso mostra que essas funcoes nao sao unicas. No entanto, as propriedades
geométricas associadas permanecem inalteradas. Em particular, se V € uma func¢ao de
Lyapunov estrita, V, também serd, ou seja, ambas fornecem as mesmas informacoes
sobre o comportamento do sistema. Na Secao 4, veremos a existéncia de um sistema
que admite uma fungdo de Lyapunov V' que nao € estrita, mas também uma outra
funcao de Lyapunov V', que € estrita. Isso evidencia que uma fungdo de Lyapunov pode
fornecer mais informagoes sobre a estabilidade do sistema do que outra.

O seguinte lema é crucial para provar o Critério de Lyapunov.

Lema 3.5. Seja V : A C RY — R de classe C* no aberto A C U, onde U C RY ¢ o
dominio do campo vetorial f associado ao sistema auténomo (2.1). Se

(VV(2), f(2)) <0 para todo z € A

e I C R é um intervalo tal que p.(t) € A, para algum x € U e para todo t € I,
em que @,(t) € uma solugio de (2.1) passando por x, entdo a funcdo t — V(p.(t)) é
nao-crescente em 1.

Demonstracao. Para provar o lema vamos definir a seguinte funcao
h(t) = V(p.(t)) para tel.

Por definigao, h é uma fungao de classe C', pois V e ¢,(t) sdo fungoes de classe C*.
Assim, pela Regra da Cadeia,

W) = SV o)t Z L (@l0) ), Vi€ (32)

em que p;(t) = (@p1(t), ..., @zn(t)). Por outro lado,

Y S a0) - alt) = (VY (l0), (0, V€T, (33)

e segue por (3.2) e (3.3) que

() = (VV(pa(t)), ¢, (1)), Vi€l

Agora, desde que ¢, é solucao do sistema (2.1),

oL (t) = fle(t), Vtel.
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Consequentemente,

W(t) = (VV(ea(t), flpa(t))), VEeEL (3.4)
Portanto, por hipétese, h'(t) < 0 para todo ¢ € I, e consequentemente, h é uma funcao
nao-crescente em I, o que prova o nosso resultado. O

A funcao h(t) definida na prova do lema anterior, revela que podemos calcular a
taxa de variagdo da funcdo V ao longo da solugao do sistema (2.1) passando por x
sem precisar conhecer explicitamente a prépria solugao .. Isso é fundamental, porque
fornece uma maneira de analisar o comportamento global do sistema sem a necessidade
de resolver explicitamente suas trajetdrias. Essencialmente, h/(t) nos diz como V' estd
mudando em x devido as influéncias do campo vetorial f(x). Isso nos permite deter-
minar, se a funcao de Lyapunov V : A ¢ RY — R no aberto A C U contendo z
estd crescendo, diminuindo ou permanecendo constante ao longo das solugoes de (2.1),
contidas em A, a medida que o tempo aumenta, o que por sua vez, veremos que isso da
informacoes cruciais sobre a estabilidade do sistema.

Teorema 3.6 (Critério de Lyapunov). Seja xy um ponto singular para o sistema
(2.1). Se eziste uma fung¢dao de Lyapunov'V para xo, entdo xo € um ponto estdvel. Além
disso, se V' for estrita, entao xy assintoticamente estdvel.

Demonstragao. Considere xy um ponto singular para o sistema (2.1). Suponha que
existe uma funcao V : A C RY — R, com A contendo zg, tal que V é uma funcao de
Lyapunov para xy. Como A é um conjunto aberto, podemos escolher € > 0 tal que o
fecho da bola aberta B.(zo) = {z € RN : ||x — 24| < €} esteja contido em A, isto é,

Be(zg) = {z eRY : |z — 20| < e} C A
Por outro lado, como V' é uma funcao de Lyapunov, o conjunto
M={V(x):z€A e |xz—uz=¢}
é limitado inferiormente em R. Portanto, podemos considerar o seguinte niimero real
m=1inf M > 0.

Afirmamos que m > 0. Com efeito, como estamos restringindo a func¢ao continua V
a um subconjunto compacto do R, existe um ponto y € A tal que ||y — 20| = € e
V(y) = m. Pela condi¢do (i) da Defini¢ao 3.1, concluimos que m > 0. Em seguida,
definimos o seguinte conjunto

W ={x € B(xo) | V(z) < m}.

ReviSeM, Itabaiana, Sergipe, Ano 2025, N°. 2, 31-61 44



Notemos que, pela continuidade da funcao V', W é aberto pois podemos escrever
W =V~ ((—o0,m)) N Be(xp).

Além disso, xy € W pois V() = 0 e, assim, existe 0 € (0, ¢) tal que Bs(zo) C W.

Afirmagao 1: Se @,(t) é solucao de (2.1) com = = ¢,(0) € Bs(xg), entao p,(t) €
Be(zo) para todo t > 0, isto é,

2 (t) — o] <€, Vt>0.

Note inicialmente que a func¢ao ¢, (t) estd globalmente definida. De fato, suponha
que (0,w,) seja o intervalo maximo de defini¢ao, com w, < +oc. Pela Proposi¢ao 1.4.3
de [23], existe uma sequéncia (t,) C (0,w; ) tal que ¢, — wy e ||@(t,)|| = +0o0 quando
n — oo. Assim, deve existir um tempo t,, > 0 tal que ¢, (t,,) € Bc(xo). Dai, como

T = ng(O) € Bﬁ(x())?

em algum instante ¢, > 0, a solugao ¢, (t) deve passar pela primeira vez na esfera de
centro xg e raio €, isto é,

[ (t) = 2ol = €.

Com efeito, definindo a fungao

f@) = ll@a(t) = w0l para >0,

obtemos que f é derivavel com f(0) < € e f(t,,) > €. Logo, pelo Teorema do Valor
Intermediario, podemos encontrar t, € (0,t,,) tal que f(t.) = € e f(t) < e para todo
t € (0,t.), como querfamos mostrar. Consequentemente, ¢, (t.) ¢ W e, assim,

V(pa(ts)) =2 m > V(z) = V(e(0)). (3.5)

Por outro lado, notemos que ¢, (t) € B.(xo) C A para todo ¢t € [0,¢.]. Assim, pelo
Lema 3.5, deduzimos que

V(pa(ts)) < V(ps(0)),

o que contradiz (3.5). Além disso, ¢, (t) € B.(x) para todo ¢t > 0. De fato, se isso nao
ocorrer, entao deve existir um instante t; > 0 tal que . (t1) ¢ Bc(xo), o que produz
a existéncia de t, > 0 para o qual ||¢.(t.) — x| = €. Esse fato permite aplicar um
argumento anédlogo ao j& apresentado para demonstrar que ¢, (t) € B(zo) para todo
t > 0. Com tudo, a Afirmacao 1 estd comprovada.

Pela Afirmagao 1, xg é um ponto estavel. Vamos agora assumir que V é estrita a
fim de provar que xg ¢ assintoticamente estavel.
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Afirmacgao 2: tliin . (t) = xy para todo © € Bs(xy).
—+00
Conforme estabelecido na Afirmagao 1, para cada x € Bj(zg), podemos definir a
funcao
h(t) = V(e.(t)) para te€[0,+00).

Notemos que, h é uma funcao de classe C*, limitada inferiormente e monétona decres-
cente, pois

() = (VV(pa(1)), f(ga(t))) <0, Vi>0.

Por conseguinte, existe a > 0 tal que

1 = > >
tginoo Viee(t)) =a e V(p(t))>a, Yit>0.
Vamos mostrar que a = 0. Com efeito, supondo por contradicao que a > 0, segue da
continuidade de V' e do fato de que V' (z() = 0, que podemos escolher r € (0, €) de forma
que
V(y) <a, Yye B (o)

Isso implica que ¢,(t) ¢ B.(z¢) para todo ¢ > 0. Agora, desde que a funcdo z —
(VV(2), f(2)) é continua em A, V' é uma funcao de Lyapunov estrita e S.(xg) = Be(zo)\
B, (%) é compacto em RY (ver Lima [17]), segue que existe b > 0 tal que

(VV(2), f(2)) < =b, ¥V z € Bc(x0) \ By(20).
Dai, como ¢, (t) € B.(xo) \ B,(z¢) para todo ¢t > 0, segue da definicio de h que
W(t) < —b, Vit>0.
Consequentemente, pelo Teorema Fundamental do Célculo,
Viga(t)) = V(pa(0)) < =bt, V>0,

de onde segue que
lim V(p.(t)) = —o0,

t——+o0

o que é uma contradi¢ao. Portanto, concluimos que a = 0. Para concluir a prova,
consideremos (t,) C [0,400) uma sequéncia tal que ¢, — 4+00. Como @,(t,) € B(xg)
para todo n € N, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existem (¢,,) C (t,) e y € RY,
tais que, ]}g{)lo ©x(tn,) =y (ver Lima [16]). Por continuidade,

lim V(o (tn,)) = V(y).

k—o0
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Por unicidade de limite, concluimos que V(y) = 0, implicando que y = zy. Portanto,

lim ¢, (t,,) = xo. (3.6)

k—o0

Desde que toda subsequéncia de (t,,) possui uma subsequéncia que satisfaz (3.6), pode-
mos concluir que

lim ¢, (t,) = xo.
n—o0o

Como (t,,) foi escolhida arbitrariamente, resulta que,

lim ¢, (t) = xo,

t—+o00
ou seja, Ty € assintoticamente estavel, e portanto, a prova esta completa. ]

Vamos agora discutir a estabilidade dos sistemas lineares considerados na secao
anterior usando o Critério de Lyapunov.

Exemplo 3.7. Consideremos a seguinte equagao diferencial

v = 1), (3.7)

onde f(s) = as, com a < 0. Agora, seja V(s) = s* para s € R. Observe que V(0) =0
e que V(s) > 0 para todo s # 0. Além disso,

V'(s)- f(s) = 2as* <0 paratodo s # 0.

Portanto, V' é uma funcao de Lyapunov estrita para sy = 0. Pelo Critério de Lyapunov,
concluimos que a equacao (3.7), com a < 0, possui o ponto sg = 0 como assintoticamente
estavel, em concordancia com o Exemplo 2.2.

Exemplo 3.8. Com base no Exemplo 3.3, que considera o sistema linear (3.1), a funcao
Loy 9
V(u,v) = §(u +v%)

é uma fungao de Lyapunov estrita associada ao ponto singular (0,0). Dessa forma, pelo
Critério de Lyapunov, conclui-se que o ponto (0,0) é assintoticamente estavel.

Exemplo 3.9. Consideremos a funcao V : R?> — R definida por

V(u,v) = %(u2 + 7).
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Vamos determinar as condicoes para que V' seja uma funcao de Lyapunov para o seguinte
sistema linear auténomo

y = f(y), (3.8)

onde y = (u,v) e
f(u,v) = (au + bv, cu + dv),

com a, b, c,d € R representando os coeficientes do sistema. E claro que (0,0) é um ponto
singular para o sistema linear e que V(0,0) =0 e V(z,y) > 0 para todo (z,y) # (0,0).
Além disso,

(VV (u,v), f(u,v)) = u(au + bv) + v(cu + dv) = au® + (b + c)uv + dv’. (3.9)
Para que V(u,v) seja uma fungao de Lyapunov vélida, é necessario que
(VV(u,v), f(u,v)) <0 para todo (u,v) # (0,0).

Isso implica que a expressao quadrética acima deve ser negativa definida em (u,v),
exceto no ponto de equilibrio (0,0). Para analisar se essa forma quadrética é negativa
definida, utilizamos uma representacao em termos de uma forma quadratica genérica

Q(u,v) = Au® + 2Buv + Cv?,

onde, no nosso caso, identificamos os coeficientes como A = a, B = %‘3 e C =d.
Conforme estabelecido no Corolério 7.1.5 de [22], para que a forma quadrética seja
negativa definida, as seguintes condigoes devem ser satisfeitas:

(1) O coeficiente A deve ser negativo, ou seja, a < 0.

(2) O determinante da matriz associada a forma quadrética

(A B\ [ a %
u=(5 o) = (i 3)

2
det(M) = ad — <b—;—c) > 0.

deve ser positivo, isto é,

(3) O coeficiente C' também deve ser negativo, ou seja, d < 0.
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Essas condigoes asseguram que a forma quadratica (3.9) serd negativa definida, exceto
no ponto (u,v) = (0,0), onde ela é zero. Consequentemente, V' atua como um funcao
de Lyapunov estrita para o sistema, garantindo, devido ao Critério de Lyapunov, que
o ponto de equilibrio (0,0) é assintoticamente estavel. Em outros casos, dependendo
das condigoes especificas de a, b, ¢, e d, pode ocorrer da origem (0,0) ser estavel. Para
ilustrar essa dependéncia veja o Exemplo 3.3 em que o ponto (0,0) é assintoticamente
estavel. Por outro lado, para um caso em que a origem é um ponto estavel basta
considerar ¢« = d = 0 e b = —c. Esses critérios para V(u,v) permitem classificar a
estabilidade do sistema. Para uma andlise mais aprofundada sobre formas quadraticas
e suas propriedades, recomendamos a consulta das referéncias [6, 22, 26].

Antes de concluirmos esta secao, gostariamos de destacar que existem diversos re-
sultados que aprimoram o Critério de Lyapunov em varios aspectos. Por exemplo, é
possivel garantir a estabilidade assintética de um ponto singular de um sistema dinamico
sem a necessidade de que a funcao de Lyapunov seja estrita, conforme indicado no se-
guinte teorema:

Teorema 3.10. Seja z¢ um ponto singular para o sistema (2.1). Suponha que exista
uma fun¢do de Lyapunov V : A — [0,4+00) para xo, em que A é um aberto do RY
contendo xg. Se p.(t) = xg € a Unica trajetoria contida em

{r € A:(VV(2), f(z)) = 0},
entao xo € assintoticamente estavel.

A prova deste teorema, bem como outras discussoes relevantes sobre o tema, podem
ser encontradas no Capitulo 8 de [27].

4 Equacao do Péndulo

Nesta secao, vamos aplicar o Critério de Lyapunov para estudar a estabilidade do
sistema descrito pela equacao diferencial do péndulo a fim de determinar condigoes sob
as quais o movimento do péndulo serd estavel ou assintoticamente estavel, ou seja, se ele
tendera a oscilar em torno da posicao de equilibrio, com suas oscilagoes permanecendo
constantes ou diminuindo a medida que o tempo avanca. O Critério de Lyapunov, pode
ser compreendido como uma generalizagao do Principio da Conservacao da Energia para
sistemas conservativos, expresso da seguinte maneira:

Em um sistema mecanico composto por corpos que interagem apenas por meio de
forcas conservativas, a energia total permanece constante ao longo de todo o
movimento.
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Para ilustrar essa ideia, tomemos como exemplo a equagao diferencial do péndulo sim-
ples (sem amortecimento)

0" + %sen (0) =0, (4.1)

em que L representa o comprimento de uma barra rigida e sem peso, g é a aceleracao da
gravidade, e 6 denota o angulo que descreve a posicao do péndulo em relacao a barra
e a direcao vertical orientada para baixo, com o sentido trigonométrico considerado
positivo.

Figura 6: Péndulo Simples

Fonte: Elaborada pelos autores

O movimento do péndulo é governado por duas forgas: a forca gravitacional, I, =
mg, e a forca de tensao na corda, que nao contribui diretamente para o movimento
angular, pois é perpendicular ao deslocamento. Além disso, a unica for¢a que contribui
para forca gravitacional é a componente tangencial dada por

F, = —mgsen(6). (4.2)

Esta é a unica forca que gera aceleragao tangencial a; no movimento do péndulo. Neste
caso, pela Segunda Lei de Newton,

Ft = may, (43)

em que a; pode ser escrita em termos da aceleragao angular a; = L#". Substituindo (4.3)
em (4.2), deduzimos a equagao do péndulo simples dada em (4.1). Para um estudo mais
aprofundado sobre a equac@o do péndulo simples, recomendamos a leitura de [7, 19].
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Os conceitos de estabilidade e instabilidade podem ser claramente visualizados em
termos de um péndulo oscilatério. Por exemplo, considere que, se a massa for leve-
mente deslocada da posicao de equilibrio acima do suporte, ela caird rapidamente sob
a influéncia da gravidade. Esse comportamento ilustra a instabilidade. Agora, no caso
do péndulo simples, se a massa for deslocada ligeiramente de sua posicao de equilibrio
abaixo do suporte, ela vai oscilar para a direita e para a esquerda indefinidamente com
amplitude constante em torno do ponto de equilibrio, o que ilustra a nocao de estabi-
lidade. Essa oscilagao indefinida ocorre devido a auséncia de forgas de amortecimento
no movimento do péndulo.

Figura 7: Oscilagao do Péndulo Simples

AY
-
N
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!
!
—_.—_

Fonte: Elaborada pelos autores

Vamos mostrar que essa estabilidade do Péndulo Simples ocorre no sentido de Lya-
punov. Para isso, vamos transformar a equacao (4.1) em um sistema de duas equagoes
de primeira ordem. Definimos x = 6 e y = ¢, obtemos

=0=y e y=0"= —%sen (x),

pois 0 = 6(t) satisfaz a equagao (4.1). Portanto, isso resulta no seguinte sistema

{ Y/~ sen (o) #4)
L

Note que o sistema (4.4) pode ser escrito na forma de (2.1) com

flz,y) = (y, —%sen (x)) para (z,y) € R%
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Além disso, os pontos singulares do sistema (4.4) sao (z,y) = (km,0), com k € Z. Esses
pontos correspondem a duas posicoes fisicas de equilibrio: uma com a massa do objeto
diretamente abaixo do suporte (f = 0) e a outra com a massa diretamente acima do
suporte (f = 7). Fisicamente, esperamos que os pontos (2km,0) sejam estaveis e que
os pontos (2km + 7, 0) sejam instdveis. A energia total envolvida no movimento de um
péndulo, chamemos de V', é uma combinacao da energia cinética e da energia potencial,

representada como
1

V(z,y) = QmL2y2 +mgL(1 — cos(z)).
Agora, ao examinarmos como essa energia varia ao longo da trajetéria do péndulo
(x(t),y(t)) com o tempo t, podemos usar a Regra da Cadeia para calcular a taxa de
variacao de V() = V(z(t),y(t)). Consequentemente,

d
d_‘t/ = mL*yy’ + mgLsen (z)2’. (4.5)
Por (4.4) e (4.5), obtemos
v,
dt

ou seja, V' é constante ao longo de qualquer trajetéria do sistema (4.4), o que é consis-
tente com o Principio da Conservagao da Energia. Por outro lado, sobre o aberto

A]w; =R x (2]{371' — 5, 2km + (5)7

comk € Zed € (0,2kr + 2m), V é uma fungdo de Lyapunov para (2km,0), ja que
V(2km,0) =0, V(z,y) > 0 para todo (z,y) € Axs \ {(2km,0)} e

(VV(:v,y),f(x,y)) = 07 v (x,y) € Ak:,6~

Portanto, pelo Critério de Lyapunov, (2km,0) é um ponto estdvel para o sistema (4.4).

Vamos agora adentrar a andlise do movimento do péndulo considerando a presenca
de uma forca de amortecimento. A equacao diferencial que descreve esse fenomeno é
expressada por

0" + b + %sen 6) =0,

em que cf’ representa a forca de amortecimento com ¢ > 0.
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Figura 8: Péndulo Amortecido

Fonte: Elaborada pelos autores

Vejamos agora que o conceito de estabilidade assintética pode ser visualizado em
termos de um péndulo com amortecimento. Por exemplo, suponha que a massa seja
ligeiramente perturbada de sua posicao de equilibrio abaixo do suporte. Inicialmente,
ela iniciard uma oscilagao para a direita e para a esquerda, e devido a influéncia da
forca de amortecimento, a amplitude diminuira gradualmente a cada ciclo até alcancar
finalmente a posicao de equilibrio. Esse comportamento exemplifica a estabilidade
assintotica.

Figura 9: Oscilacao do Péndulo com Amortecimento

Fonte: Elaborada pelos autores

Vamos empregar o Critério de Lyapunov para demonstrar que a estabilidade as-
sintética do movimento do péndulo com amortecimento ocorre no sentido de Lyapunov.
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Para este fim, definindo x = 6 e y = 6', a equacao diferencial do péndulo amortecido é
equivalente ao seguinte sistema

v 4.6
y = —cy— %SGTL (x). (4.6)

O sistema (4.6) pode ser escrito na forma do sistema (2.1) pondo

fla,y) = (y, —cy — %sen (33)) para (z,y) € R”.
Neste caso, o ponto (0,0) é um ponto singular para (4.6). Como discutido anterior-
mente, (0,0) é um possivel candidato a ser um ponto assintoticamente estavel para o
sistema (4.6). Para mostrar este fato usando o Critério de Lyapunov devemos encontrar
uma fungao de Lyapunov para (0,0). Dado que a equagao do péndulo amortecido foi
derivada de um problema que conserva o Principio da Conservacao de Energia, podemos
considerar a energia total do sistema como uma candidata natural a funcao de Lyapu-
nov para (0,0). Assim, vamos primeiramente considerar a func¢ao energia V, : A R,

em que A =R X (—6,0) e § € (0,2m), definida por

1
Vila.y) = 59* + F(1 = cos(a).
A fungdo V. é de Lyapunov para (0,0) pois V.(0,0) = 0, Vi(x,y) > 0 para todo
(2.y) € A\ {(0.0)} ¢ N 2
<v‘/e(xay)7 f<x>y>> =—cy* < 0.
Pelo Critério de Lyapunov, podemos afirmar que (0,0) é um ponto de estabilidade para
o sistema (4.6). Contudo, nao podemos garantir a estabilidade assintética usando o
mesmo critério, uma vez que a funcao V' nao é estrita. Como discutido anteriormente,
a expectativa é que (0, 0) seja assintoticamente estavel, e a funcdo de energia V, nao nos
ajuda a resolver esse problema. Portanto, é necessério considerar outra fungao. Vamos
agora considerar V : A — R definida por
> L, 9 1 2
V(z,y) = zy° +2=(1 — cos(z)) + =(y + cx)”.
2 L 2
Notemos que V(0,0) = 0 e V(z,y) > 0 para todo (z,y) € A tal que (z,y) # (0,0).
Além disso,

<v‘7(x7y)7 flz,y)) = —cy® - %cxsen(m).
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Agora, como xsen(z) > 0 para todo = € (=9, ), concluimos que
(VV(2,y), f(z,y)) <0 para todo (z,) € A\ {(0,0)},

ou seja, V é uma funcao de Lyapunov estrita para (0,0). Portanto, pelo Critério de
Lyapunov, (0,0) é um ponto singular assintoticamente estével para (4.6). Perceba que
a nova funcao de Lyapunov V ndo tem um significado fisico relacionado diretamente
ao movimento do péndulo com amortecimento. No entanto, ela é valiosa para garantir,
por meio do Critério de Lyapunov, que o ponto (0,0) é assintoticamente estavel.

Para finalizar esta secao gostariamos de destacar que o Critério de Lyapunov nao
nos fornece uma metodologia direta para a construgao de uma funcao de Lyapunov. No
entanto, em situagoes em que os sistemas representam fenémenos fisicos conservativos,
é relevante considerar a energia total como uma possivel fun¢ao de Lyapunov. Contudo,
mesmo em casos onde o conceito de energia fisica nao é aplicavel, o Critério de Lyapunov
pode ser empregado. Nessas circunstancias, uma abordagem baseada em tentativa e
erro pode ser necessaria para encontrar uma funcao de Lyapunov adequada. Este
conceito é extensivamente aplicado em equacoes do tipo parabdlicas e hiperbdlicas para
determinar o comportamento assintético da energia associada a solugao do sistema.
Para o leitor interessado neste topico recomendamos a leitura das seguintes referéncias
[2, 29].

5 Estudo do Comportamento Assintético em uma
Equacao Semilinear de Segunda Ordem

Nesta segao, apresentamos o principal resultado deste artigo, o qual constitui uma
aplicagao direta do Critério de Lyapunov. Especificamente, iremos estabelecer condicgoes
sob as quais ¢é possivel caracterizar o comportamento assintotico das solucoes da seguinte
equacao semilinear de segunda ordem

u" 4+ au' +bg'(u) =0 em R, (5.1)

em que a e b sdo parametros positivos, sendo que g : R — R é uma funcao de classe C!
que atende ao seguinte requisito

(1) Existem a> 0 e d > 0 tais que g(or) =0 e

g(s) >0 paratodo s € (o —0d,a)U (a,a+0).
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Observagao 5.1. Importante destacar que, na equacao (5.1), a expressao g'(u) refere-
se a derivada de g com respeito a sua varidvel natural s, e nao a derivada de g em
relagdo ao tempo t. Assim, ¢'(u) indica a aplicagio da funcdo g’ ao argumento u, e
nao uma derivada temporal.

Em particular, investigaremos a existéncia de solugoes v = u(t) da equagao (5.1) que
exibem o seguinte comportamento assintético no infinito

lim u(t)=a e lim u/(t)=0.

t—-+o00 t—-+o0
Este comportamento implica que, conforme t — +o00, as solugoes tendem ao valor «
e sua taxa de variacao se anula, sugerindo uma estabilizacao no valor o ao longo do
tempo. Antes de enunciarmos o teorema principal, ilustramos a condigao (g;) com al-
guns exemplos representativos de fungoes g que atendem a este critério. Esses exemplos
sao:

(1) g(s)za—acos(?),aeRe&#O.

(2) g(s) = (s> —a?)P, parac € Rep > 1.

Além desses casos especificos, consideramos também uma formulacao mais geral para
g. Se f: R — R é uma funcao tal que f(0) =0 e f(s) > 0 para s # 0, entao a fungao

9(s) = f(s —a)

também satisfaz a condi¢do (g1). Este tipo de funcao oferece uma abordagem flexivel
para construir modelos que satisfagam (g, ), ampliando o escopo do nosso resultado para
uma variedade de cenarios praticos.

Vejamos agora o nosso principal resultado.

Teorema 5.2. Admitimos a condigao (g1) sobre g. Existe uma solugdo u = u(t) para
a equagao (5.1) tal que

. _ : / _
Ame=a e m v =0

Demonstragao. Para transformar a equacao original (5.1) em um sistema de primeira
ordem, comecamos definindo as varidveis auxiliares z = u e y = u/. Com essas substi-
tuigoes, podemos reescrever a equacao como o seguinte sistema de equagoes diferenciais

de primeira ordem
r =
{ Y (5.2)

y = —ay — by (z).
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Esse sistema facilita a andlise da dinamica das solugdes de (5.1) no plano de fase, ao
transformar a equacao de segunda ordem em um par de equacoes de primeira ordem
interligadas. Alternativamente, podemos representar o sistema (5.2) em notagao veto-
rial

7 =f(z), z€R?

em que z = (z,y) e o campo vetorial f : R? — R? é definido por

f(x,y) = (y, —ay — bg'(z)).

De acordo com a condicdo (g1), existe um ponto « tal que g(a) = 0 e g(s) > 0 em
uma vizinhanca de «, o que indica que o ¢ um ponto de minimo local para g. Neste
contexto, o ponto (a,0) no espago R? representa um ponto singular do sistema (5.2),
pois f(a,0) = (0,0). Nosso préximo objetivo é demonstrar que o ponto (a, 0) é estavel.
Para isso, podemos aplicar o Critério de Lyapunov, considerando a seguinte func¢ao
candidata a fungao de Lyapunov V : (a — §,a« + ) x R — R definida por

Vi(z,y) = %yz +bg(x).
Agora, conforme (g1), V(a,0) =0e
Vz,y) = %yQ +bg(z) > bg(x) >0, V(x,y) € ((a—0da+d)xR)—{(a,0)}.

Além disso,

(VV(z,y), f(z,y)) = ((bg'(2),y), (y, —ay — bg'(x)))
=bg'(x)y — ay® — by (x)y
=—ay’* <0, V(r,y)€(a—5a+d) xR

Dessa forma, podemos concluir que V' atua como uma funcao de Lyapunov para («, 0).
Portanto, de acordo com o Critério de Lyapunov, («,0) é um ponto estdvel. A seguir,
empregaremos o Teorema 3.10 para assegurar a estabilidade assintética de (a, 0). Para
isso, observe que

Sabemos que a derivada temporal de x, dada por ' = y, também se anula em tais
pontos, pois y = 0 implica ' = 0. Consequentemente, a tnica trajetéria do sistema
(x(t),y(t)) que satisfaz (VV (z,y), f(z,y)) = 0 ao longo do tempo é a solugao constante
(z,y) = (e, 0). Assim, concluimos que ¢, (t) = (a,0) é a tnica trajetéria no conjunto

{(z,y) € (a —6,a+0) x R: (VV(x,y), f(x,y)) = 0}.
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Logo, pelo Teorema 3.10, (a,0) é assintoticamente estavel. Por definigao, existe A > 0
tal que se (z(t),y(t)) é uma trajetéria do sistema (5.2), com ||(z(0),y(0)) — (a, 0)|| < A,
entao (x(t),y(t)) estd definida para todo t > 0 e

isto é,
lim a(t)=a e lm y(®) =0

t—4o00 t——+o00

Usando o Teorema de Existéncia de solugoes para equacoes diferenciais ordinérias, existe
uma solugao u(t) da equagao (5.1) com a condi¢do de que a distancia entre (u(0), ' (0))
e (a,0) seja menor que A, ou seja,

[ (w(0), 4/ (0)) — (v, 0)|| < A

Portanto, podemos afirmar que, devido ao fato de que a trajetéria (u, ') é uma solugao
do sistema (5.2),

. o . / _
tlg—noo U(t) - ¢ tlgr-noou (t> - O’

0 que prova o resultado. O

6 Conclusao

Neste trabalho, exploramos e apresentamos o conceito de estabilidade e o Critério de
Lyapunov. Analisamos a interacao entre o Critério de Lyapunov e as equagoes que
governam o movimento do péndulo simples e do péndulo amortecido, destacando a
relacao entre os principios fisicos e a estabilidade do sistema. Além disso, discutimos
uma aplicacao do Critério de Lyapunov para uma classe de equacoes semilineares de
segunda ordem (veja (5.1)), que generalizam as equagdes do péndulo em certo sentido,
associando-as a um sistema autonomo e demonstrando que o estudo da estabilidade
desse sistema descreve o comportamento assintético das solugoes no infinito.

Esses resultados evidenciam o potencial do Critério de Lyapunov como ferramenta
para a analise qualitativa de equacgoes diferenciais. Em particular, verificamos que sua
aplicacao permite uma interpretacao fisica e matematica consistente do comportamento
assintotico das solugoes, ampliando sua relevancia na teoria dos sistemas dinamicos.

Com relagao a equagao (5.1), aplicamos o Critério de Lyapunov no caso em que
a constante a é positiva. No entanto, quando a = 0, a funcao de Lyapunov nao é
estrita, e o Teorema 3.10 nao pode ser aplicado diretamente neste caso. Essa limitagao
sugere a necessidade de investigagoes futuras que aprofundem a compreensao desse caso
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especifico e explorem possiveis abordagens alternativas, como a definicao de uma nova
funcao de Lyapunov que seja estrita.

Dessa forma, este estudo abre caminhos para novas pesquisas sobre o comporta-
mento assintético de solugoes de equacgoes diferenciais utilizando o Critério de Lyapu-
nov. Esperamos que os resultados aqui apresentados sejam uteis para alunos, professo-
res, pesquisadores e demais interessados em equagoes diferenciais e sistemas dinamicos,
contribuindo para avancos teéricos e aplicados nessa area.

Agradecimentos: Os autores gostariam de agradecer aos avaliadores anonimos por
suas sugestoes inestimaveis, que contribuiram significativamente para o aprimoramento
deste artigo.
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