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Resumo

Este trabalho apresenta uma andlise de nove questdes que envolvem logaritmos do Concurso
Vestibular da Universidade Federal do Rio Grande do Sul, aplicadas entre os anos de 2018 e 2024,
considerando os principios da Teoria dos Trés Mundos da Matematica para identificar as dimensoes
do pensamento matemadtico que poderiam ser exploradas nessas questdes. A analise das questdes
mostra que seu potencial quanto as dimensdes do pensamento matematico em alunos pode estar de
forma predominante nos fluxos de pensamento relacionados ao Mundo Operacional Simboélico. Em
alguns casos, podem estimular nos alunos processos cognitivos do Mundo Conceitual
Corporificado, e em todas podemos ter passagens pelo Mundo Formal Axiomatico.
Palavras-chave: Logaritmo; Teoria dos Trés Mundos da Matematica; Pensamento Matematico;
Educagao Matematica; David Tall.

Abstract

This paper presents an analysis of nine questions involving logarithms from the Entrance
Examination of the Federal University of Rio Grande do Sul, applied between 2018 and 2024,
considering the principles of the Three Worlds of Mathematics Theory to identify the dimensions
of mathematical thinking that could be explored in these questions. The analysis shows that the
potential of these questions to engage students' mathematical thinking lies predominantly in the
thought processes related to the Symbolic Operational World. In some cases, they may stimulate
cognitive processes from the Conceptual Embodied World, and in all cases, transitions through the
Formal Axiomatic World can be observed.

Keywords: Logarithm; Theory of Three Worlds of Mathematics; Mathematical Thinking;
Mathematics Education; David Tall.

INTRODUCAO

Os logaritmos podem desempenhar um papel crucial no aperfeicoamento de
habilidades matematicas do individuo e no desenvolvimento do conhecimento cientifico.

Sua aplicagdo estende-se ao longo da trajetoria educacional, permeando ndo apenas a
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Matematica, mas também disciplinas como Fisica, Quimica e Geografia. Na disciplina de
Matematica, € previsto que sejam introduzidos de forma sistematica no primeiro ano do
Ensino Médio, seguindo os critérios curriculares dispostos em duas habilidades da Base
Nacional Comum Curricular (BNCC), apresentadas a seguir:
(EM13MAT305) Resolver e elaborar problemas com fungdes logaritmicas nos
quais seja necessario compreender e interpretar a variacdo das grandezas
envolvidas, em contextos como os de abalos sismicos, pH, radioatividade,
Matematica Financeira, entre outros. [...]
(EM13MAT403) Analisar e estabelecer relagdes, com ou sem apoio de
tecnologias digitais, entre as representagdes de funcdes exponencial e
logaritmica expressas em tabelas e em plano cartesiano, para identificar as

caracteristicas fundamentais (dominio, imagem, crescimento) de cada fungdo
(Brasil, 2018, p. 536;544).

E comum que os logaritmos aparegam em questdes de processos seletivos, como o
Concurso Vestibular da Universidade Federal do Rio Grande do Sul (Vestibular UFRGS),
um dos mais disputados do Brasil, cujo objetivo € selecionar candidatos para as vagas dos
cursos de graduagdo nas diversas areas oferecidas pela universidade. O Vestibular UFRGS
ocorre anualmente, sendo responséavel pelo preenchimento de 70% das vagas da instituicao,
enquanto o Sistema de Selecdo Unificada (SiSU), por meio das notas do Exame Nacional
do Ensino Médio (ENEM), permite a entrada dos 30% restantes. Vale ressaltar que a
UFRGS ¢ uma das universidades do Brasil que ainda mantém seu proprio processo
seletivo, enquanto outras universidades do pais tém como unica forma de ingresso os
programas que usam a nota do ENEM.

Tem sido dada grande importancia aos cursos de ensino superior, em especial aos
gratuitos, oferecidos majoritariamente em instituigdes publicas ou por meio de programas
sociais em institui¢des privadas. Diante disso acreditamos que estudos envolvendo as
questdes desses processos de selecdo possuem potencial de trazer reflexdes e discussdes
interessantes para o campo da Educacdo (Matematica).

De acordo com Padilha e Araajo (2024):

Quando analisamos questdes de processos seletivos, podemos ter vérias
perspectivas. Isso pode comegar com a escolha e definicdo de nosso objetivo
para com as respectivas analises. Entre alguns objetivos estdo: a analise de
questdes para obter uma compreensdo de seus processos de resolucdo; analise
de questdes para compreender os fluxos de pensamento, com base em uma
teoria de aprendizagem especifica, que os alunos podem aplicar ao resolvé-
los ou compreendé-los; analise de questdes para levantar dividas sobre sua
elaboracdo; e assim por diante (Padilha e Araudjo, 2024, p. 2, grifo nosso).
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Diante do exposto, o presente trabalho apresenta uma analise de nove questdes que
envolvem logaritmos do Vestibular UFRGS, aplicadas entre os anos de 2018 e 2024,
considerando os principios da Teoria dos Trés Mundos da Matematica (TTMM) para
identificar as dimensdes do pensamento matematico que poderiam ser exploradas nessas
questdes. A TTMM foi proposta pelo educador matematico inglés David Tall (2013) e

busca descrever os diferentes niveis do desenvolvimento do pensamento matematico.

TEORIA DOS TRES MUNDOS DA MATEMATICA

Em Tall (2013), temos a apresentagdo da TTMM, que postula a existéncia de trés
"mundos" distintos no desenvolvimento do pensamento matematico: Mundo Conceitual
Corporificado (MCC), Mundo Operacional Simbolico (MOS) e Mundo Formal
Axiomatico (MFA). Segundo Tall (2013), o MCC:

Baseia-se nas agdes e percepgdes humanas, desenvolvendo imagens mentais que

sdo verbalizadas de modo cada vez mais sofisticado e tornam-se entidades
mentais perfeitas em nossa imaginacdo (Tall, 2013, p. 16, tradugdo nossa).

Assim, no MCC os primeiros passos podem comegar por meio das acdes e
experiéncias no mundo real, ocorrendo principalmente quando os estudantes estdo
envolvidos com objetos fisicos € manipulativos. Um exemplo disso ¢ o material dourado,
o qual oportuniza que o estudante manipule as pecas e possa entender as principais
diferengas entre unidade, dezena, centena, milhar. Além disso, por meio do acréscimo e da
retirada de pegas, pode-se facilitar a aprendizagem dos conceitos de adi¢do e subtragao.

No entanto, a manipulacao de objetos fisicos ndo € a unica forma de transitarmos
pelo MMC. De acordo com Padilha (2024, p. 10), “[...] a manipulacao direta de objetos
fisicos ndo € necessaria, pois o individuo pode explorad-los mentalmente, analisando-os e
formando conjecturas sobre suas propriedades ou situagdes especificas, como, por
exemplo, a concepc¢ao de uma linha perfeitamente reta”. Assim, o primeiro mundo, o MCC,
pode ser considerado essencial para a constru¢do de uma defini¢cdo a respeito de algum
objeto matematico e para proporcionar aos alunos um entendimento pratico dos conceitos
matematicos.

Ja 0 MOS, segundo Tall (2013):
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Cresce além de agdes fisicas dos procedimentos matematicos. Enquanto alguns
alunos podem permanecer em um nivel processual, outros podem conceber os
simbolos de forma flexivel, como as operagdes a realizar e também operar, por
meio de célculo e manipulagdo (Tall, 2013, p. 16-17, tradugdo nossa).

O MOS ¢ o mundo em que ocorre a representacao de imagens e agcdes matematicas
em simbolos matematicos e operagdes da aritmética, da algebra ou do célculo. Esse
segundo estagio ¢ crucial para a transi¢do do pensamento corporificado para o simbdlico,
permitindo que os alunos visualizem e representem conceitos matematicos mediante a
utilizacdo de notagdes convencionadas. Retomando o exemplo anterior: se tivermos 1
milhar, 3 centenas, 2 dezenas ¢ 9 unidades, a representacao dessa quantidade como “1329”
¢ um fenémeno tipico do segundo mundo. Além disso, um aluno que aprende adigdo e
subtragdo pode comegar usando simbolos, como + e —, para representar essas operagdes.

Por fim, o MFA, de acordo com Tall (2013):

Baseia-se no conhecimento formal de sistemas axiomaticos especificado pela

defini¢do cujas propriedades sdo deduzidas por provas matematicas (Tall, 2013,
p. 17, tradugdo nossa).

Nesse terceiro mundo estdo presentes os postulados, as defini¢cdes, as
demonstragdes, as estruturas 16gicas que organizam o sistema axiomatico da Matematica.
No geral, na educacao basica, trabalhamos apenas tragos desse terceiro mundo, visto que a
formalizagdo das ideias matematicas necessita de uma matematica em nivel académico,
cabendo isso em especial a estudantes de cursos das Ciéncias Exatas e da Terra. Esses
tragcos do MFA podem ser observados em livros didaticos da educacao basica, como, por
exemplo, algumas demonstragdes — procedimentos emblematicos do MFA — das
propriedades dos logaritmos. No entanto, como observaremos nas andlises, no Vestibular
UFRGS ¢ requerido apenas que se saiba manipular e aplicar essas propriedades, e ndo as
formalizar.

Os trés mundos do pensamento matematico, embora tenham suas caracteristicas
especificas, estdo inter-relacionados, podendo haver fluxos de pensamento de um mundo

para o outro.

PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Para este estudo, foi realizada a andlise de nove questdes do Vestibular UFRGS
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(2018-2024) que envolvem os conceitos de logaritmos. Para isso, utilizou-se os
pressupostos da TTMM a fim de identificar as dimensdes do pensamento matematico que
poderiam ser exploradas nas questdes.

Nosso objetivo ndo ¢ ensinar sobre logaritmo ou como aplic-los na resolugdo das
questdes do Vestibular UFRGS; no entanto, apresentaremos possiveis resolugdes para as
questdes como parte da analise. Quanto a natureza da pesquisa, esta utiliza uma abordagem
qualitativa (Borba, 2004), uma vez que temos interpretacdes subjetivas a respeito das
dimensdes do pensamento matematico que podem ser exploradas nas questdes.

Considerando isso, para melhor compreender o espago que o contetido de
logaritmos ocupa no exame, analisamos as diretrizes estabelecidas no Manual do
Candidato do Vestibular UFRGS 2024. Nele, para a prova de Matematica, ha um trecho
que trata especificamente dos contetidos que poderdo exigir conhecimentos sobre
logaritmos:

Logaritmo e Exponencial

» Fungdes exponenciais: expressdo; construgdo ¢ interpretagdo de graficos;
propriedades

* Funcdes logaritmicas: expressio; construciio e interpretacio de graficos;
propriedades

* Equacées exponenciais ¢ logaritmicas: resolucio
(UFRGS, 2023, p. 97, grifo nosso).

O Vestibular UFRGS, durante um tempo consideravel, tinha em sua prova 25
questdes de cada disciplina. No ano de 2022, em decorréncia da pandemia do Covid-19, a
prova foi reformulada e contou com apenas 15 questdes de cada disciplina, o que se
manteve nos anos de 2023 e 2024. De forma a manter uma simetria em nosso recorte
temporal, optamos por analisar as trés provas realizadas apos a pandemia do Covid-19 até
hoje e as trés anteriores. Assim, buscando as questdes de Matematica do Vestibular UFRGS
que abordavam o tema de logaritmo, junto do recorte temporal descrito acima, ficamos

com um total de nove questdes para analisar, conforme Quadro 1:

Quadro 1: Relagdo das questdes selecionadas

Vestibular UFRGS N° de questoes N° das questdes
Antes da pandemia Covid-19
2018 2 35e37
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2019 2 31e34
2020 1 41

Depois da pandemia Covid-19

2022 2 46 ¢ 49
2023 1 50
2024 1 50

Fonte: Elaborado pelos autores.

Para Creswell (2014), o processo de analise:

[...] também envolve a organizacio dos dados, a realizacio de uma leitura
preliminar da base de dados, a codificacio e organizacio dos temas, a
representacio dos dados ¢ a formulacio de uma interpretacio deles. Esses
passos estdo interconectados e formam uma espiral de atividades, todas elas
relacionadas a andlise e representagdo dos dados (Creswell, 2014, p. 146, grifo
Nnosso).

Dessa forma, para analise das nove questdes, optamos por representa-las no formato
XXXX-XX (ano de aplicagdo do respectivo Vestibular UFRGS - ntimero da questdo) e
dividi-las em trés grupos. O primeiro engloba questdes que envolvem uma substitui¢ao
direta de valores e uso apenas da definicdo de logaritmo, ndo necessitando da aplica¢do ou
manipulacdes das propriedades do logaritmo (2018-37). O segundo ¢ referente as questdes
que exigem uso da definicdo e aplicagdo das propriedades para a obtencdo de algum
resultado (2018-35, 2019-34, 2020-41 e 2022-46). Por fim, o terceiro contém a analise de
questdes que envolvem mais de um contetido, como equagdes e fungdes quadraticas (2019-

31 e 2022-49), progressao aritmética (2023-50) e progressdo geométrica (2024-50).

ANALISE DAS QUESTOES E A TTMM
Primeiro grupo
Neste primeiro grupo, fazemos a andlise de apenas uma questdo (Figura 1), a qual

exige a substituicdo direta de um valor e o uso da defini¢ao de logaritmo.
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Figura 1: Questdo 37 do Vestibular UFRGS 2018

Leia o texto abaixo, sobre terremotos.

Magnitude € uma medida quantitativa do tamanho do terremoto. Ela esta relacionada com a energia
sismica liberada no foco e também com a amplitude das ondas registradas pelos sismagrafos. Para
cobrir todos os tamanhos de terremotos, desde os microtremores de magnitudes negativas até
os grandes terremotos com magnitudes superiores a 8.0, foi idealizada uma escala logaritmica, sem
limites. No entanto, a propria natureza impde um limite superior a esta escala, ja que ela esta
condicionada ao proprio limite de resisténcia das rochas da crosta terrestre. Magnitude e energia podem

ser relacionadas pela formula descrita por Gutenberg e Richter em 1935: log(E) =11,8+1,5M onde:

E = energia liberada em FErg ; M = magnitude do terremoto.

Disponivel em: <http://www.iag.usp.br/siae98/
terremoto/terremotos.htm>.
Acesso em: 20 set. 2017.

Sabendo que o terremoto que atingiu o México em setembro de 2017 teve magnitude 8,2, assinale a
alternativa que representa a melhor aproximacdo para a energia liberada por esse terremoto, em £rg .

(A) 13,3
(8) 20
(C) 24
(D) 10*
(E) 10*

Fonte: COPERSE (2018, p. 16).

A questdo inicia com um texto sobre terremotos, algo que, a luz da TTMM, tem o
potencial para despertar multiplos aspectos cognitivos no individuo que entra em contato
com ela, adentrando o primeiro dominio (MCC). Nessa leitura, os estudantes podem ser
desafiados a compreenderem como alguns conceitos basicos associados a medi¢cdo de
terremotos se relacionam — quais sejam, a magnitude e a energia liberada.

O enunciado fornece informagdes sobre os terremotos e sua relagdo com os
logaritmos por meio do que chama de escala logaritmica, a qual ¢ definida pela formula
de Gutenberg e Richter (originalmente apresentada em 1935). Em seguida, o proximo
passo requer que os alunos interpretem as informagdes apresentadas no texto e apliquem-
nas a uma situacao especifica. Nesse caso, os alunos precisam entender a relagdo entre a
magnitude de um terremoto e a quantidade de energia sismica liberada. Essa compreensao
¢ crucial para avangar na resolucao da questao, pois permite que eles conectem a magnitude
de 8,2 do terremoto no México com a formula fornecida para calcular a energia. Assim,

identificamos que os aspectos do pensamento matematico necessarios para a solu¢do por
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parte do estudante se concentram no MCC e MOS. A resolugdo desta questao esta disposta

no Quadro 2, a seguir:

Quadro 2: Resolucao da questdo 37 do Vestibular UFRGS 2018
Resolucio da 2018-37 — Gabarito: D

Tomamos a equacao:

loglog (E) =118+ 1,5M
Dado M = 8,2:
loglog (E) =11,8+1,5X%(8,2)
log log (E) = 24,1
Aplicamos a definigao:
b=x&a* =b
E = 10%*1,

Fonte: Elaborado pelos autores.

De acordo com nossas observagdes, ao avangar na resolucao, os alunos podem ser
desafiados a usar manipulagdes matematicas para resolver a equagdo de uma situagdo
especifica. A partir daqui, temos uma predominancia no MOS, no qual inicialmente os
estudantes simplificam a equagdo utilizando as operagdes de multiplicacdo e adigdo,
respectivamente. Em seguida, é necessaria a recordagdo de que log log (E) = (E), isto é,
que a base ¢ 10 quando esta ndo ¢ explicitamente indicada. Trata-se de uma convengao
matematica, cuja notacdo precisa ser conhecida para a sua resolugao.

No ultimo passo da resolugdo, temos a aplicag¢do da defini¢do de logaritmo, em que
permanece a concentragdo no MOS. Contudo, podemos supor a presenca de tracos do
MFA, haja vista que o aluno pode estar buscando compreender ou se recordar das
propriedades e demonstracdes relacionadas a defini¢do formal de logaritmo presente na
literatura matematica.

Um aspecto interessante de observar ¢ que o aluno ndo necessitava utilizar a
defini¢do de logaritmo formal, pois poderia recorrer a uma corporificagdo de aspectos
simbolicos (interse¢ao entre MCC e MOS) do que pode ser descrito da seguinte forma: b =
x & a* = b. Dito de outra forma, a agdo do a passar para a base poderia ser executada
sem o estudante saber que essa ¢ a defini¢ao de logaritmo.

A partir dessa analise, percebemos que essa questdo representa a importancia da
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Matematica quando associada a outras areas do conhecimento, como a Geografia e a Fisica.
Ademais, ela possibilita a passagem pelos trés dominios apresentados pela TTMM, ainda
que tenhamos identificado com maior permanéncia no MOS e breves passagens no MCC
e no MFA. Embora a questdo possibilite a passagem pelos trés mundos, a efetivacdo da
passagem dependera de como o aluno abordara a questao.

Nesse ponto, refletimos sobre o conceito de “contextualizacdo” no Ensino de
Matematica, evidenciada no texto de Reis e Nehring (2017). Os autores destacam os
desafios e ambiguidades associados ao termo, desde seu uso na escrita até sua “presenca”
nas praticas pedagogicas. Embora haja um consenso de que a contextualizacdo ¢
importante, Reis e Nehring (2017) mostram que sua interpretacdo e aplicagdo variam
significativamente. Apesar dessa dissonancia, os autores defendem que a contextualizagdo
deve ir além da simples aplicagdo da matematica em contextos do cotidiano, voltando-se
para a constru¢do de significados e conceitos matematicos pelos alunos a partir de
negociagdes atravessadas por uma rede de significados.

Frente as consideragdes de Reis e Nehring (2017), acreditamos que a questao 2018-
37 apresenta uma contextualiza¢do capaz de tecer uma rede de significados entre os trés
mundos da matematica. Dessa forma, possibilita a presen¢a dos logaritmos em um tema

relevante e ndo deixa a questdo ser reduzida a termos de simbolos matematicos.

Segundo grupo

No segundo grupo, fazemos a andlise de quatro questdes, come¢cando com as 2018-
35e2020-41 que abrangem o uso da defini¢do e aplicagao das propriedades dos logaritmos.
Ambas possuem andlises proximas, pois consistem em encontrar um valor ou uma
determinada representacdo por meio das propriedades dos logaritmos. Nesse conjunto,
observamos que as questdes t€ém pouco potencial de atingir o mundo corporificado tal como
descrito por Tall (2013). Isso se deve a verificagdo de que a questdo 2018-35 apresenta
uma equagao matematica (conjunto de simbolos matematicos) e pede o valor de x e a 2020-
41 mostra o logaritmo de um valor e pede uma outra representagdo deste valor em termos

de logaritmos.
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Figura 3: Questio 35 do Vestibular UFRGS 2018

Se log, x+log, x =1, entdo o valor de x é

(€ 0.

Fonte: COPERSE (2018, p. 15).

A questdo 2018-35 ndo tem uma unica forma de ser resolvida, pois outras
propriedades além daquelas apresentadas no Quadro 3 poderiam ser utilizadas na sua
resolugdo. No entanto, em qualquer um dos caminhos ¢ exigido que o aluno relembre a
definicdo do logaritmo e as propriedades a serem utilizadas. Percebemos ainda a presenca
de outros conhecimentos necessarios, como as operagdes com fragdes, a passagem do

resultado na forma de poténcia para a forma de raiz e a fatoragdo. Esta pode ser realizada
nos termos comuns da soma x + % e pode ajudar o estudante a perceber a possibilidade de

somar os termos que possuem o mesmo logaritmo x .

Figura 3: Questdo 41 do Vestibular UFRGS 2020
Se log2 = x e log3 = y, entao log 288 é
(A) 2x + 5y.

(B) 5x + 2y.
(©) 10xy.
(D) x% + y2.

(E) x*—y2.

Fonte: COPERSE (2020, p. 18).
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A questdo 2020-41 pode ser iniciada com a fatoragdo do numero 288 em termos
dos nimeros 2 e 3, seguida da aplicagdo das propriedades. Assim como na questao anterior,
o aluno precisaria relembrar a defini¢do e as propriedades, bem como ter conhecimento de

como fatorar um numero.

Quadro 3: Resolugdes das questdes 35 do Vestibular UFRGS 2018 e 41 do 2020

Resolucao da 2018-35 — Gabarito: E

Resolucao da 2020-41 — Gabarito: B

Tomamos a equacao:

x +x =1
Aplicamos a propriedade da mudanga de
base:
b
b=—
a
+2=1
S
Resolvemos 0 9 :
+ X 1
Xt =

Evidenciamos x :

(e =rme (o
— | = o — | =

X=§

Aplicamos a defini¢do:
b=x<a =b

2
x=3§=>x=3\/32=)x=3i/§.

Tomamos a fatorag¢ao de 288:
25 x 32
Reescrevemos log log 288 como:

log log 288 =log log (25 X 32)
Aplicamos a propriedade do logaritmo do

produto:
(b-c) =b +c
log log (25 X 32)
=log log 2° +
log log 32

Aplicamos a propriedade do logaritmo da
poténcia:

MN =N-M
log log 2° +log log 3*
=5 Xloglog 2 +2 X%
log log 3
Substituimos log log 2 = x e log log 3 =

y:

5 xlog log 2 + 2 xlog log 3
= 5x + 2y
Assim:

log log 288 = 5x + 2y.

Fonte: Elaborado pelos autores.

Ao que tudo indica, as duas questdoes podem fazer com que o estudante se concentre
no MOS. Caso o aluno deduzisse as propriedades ou buscasse entender as estruturas
formais dessas propriedades ou da defini¢do, ele estaria evocando agdes do MFA.

Ainda nesse grupo, partimos para as analises das questdes 2019-34 e 2022-46. As
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duas tratam de somas sucessivas de logaritmos, como mostrado a seguir:

Figura 4: Questao 34 do Vestibular UFRGS 2019

O valor de
£ TN 4 \
E —|£:-g| —IJ—IGELE :+...—|ugL 999 J E
2 i) 1000
(A} —3.
(B) 2.
() -1.
(D) 0.

(E) 1.
Fonte: COPERSE (2019, p. 15).

Figura 5: Questao 46 do Vestibular UFRGS 2022

O valor de
log (1-2) +1og (1-2) + - +1log (1- 1)

1000
,
e

(A) -3.
(B) -2.
(C) -1.
(D) 0.
(E) 1.

Fonte: COPERSE (2022, p. 25).

Ambas exigem que se opere com os logaritmandos no inicio das suas resolugdes.
Contudo, optamos por apresentar a resolugdo apenas da questdo 2022-46, haja vista que,
apos o primeiro passo do seu desenvolvimento, curiosamente chegamos na mesma
expressao disposta em 2019-34. A partir dessa etapa, as duas apresentam resolugdes
similares.

Na questdo 2022-46, ¢ importante que o aluno realize as operagdes dentro dos
logaritmandos e prossiga com a aplicagdo da propriedade do logaritmo do produto na

simplificagdo da expressao. Com relacdo ao MCC, observamos novamente o pouco
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potencial dessas questdes, pois ambas se concentram em apenas aplicar as propriedades na
simplificagdo de um determinado conjunto de valores para encontrar um valor

correspondente a solugao.

Quadro 4: Resolugdes das questdes 34 do Vestibular UFRGS 2019 e 46 do 2022.
Resolucao da 2022-46 — Gabarito: A

Chamemos de E o valor da sequéncia de termos:

1 1 1
E =log log (1-3) +leglog (1-3) (1~ 1555)
Realizamos as operagdes dentro dos logaritmos:

£ ~tog g () +109 19 () (1557)
—109209 \3) 79799 \3) \1000
Aplicamos sucessivamente a propriedade do logaritmo do

produto:

1 2 999)

Fazemos as devidas simplificacdes:

1
£ =loglog (1000)
Aplicamos a definicao:

b=x<a* =b
1
10f =—— o 10fF =102 o E = -3.
1000

Fonte: Elaborado pelos autores.

Diante dessa resolugdo, evidencia-se a proximidade das quatro questdes do grupo
dois. Embora as duas questdes analisadas no Quadro 4 exigissem que o aluno percebesse a
sucessao dos logaritmos e encontrasse algum padrao ou forma de simplificacdao, também
demandaram as mesmas operagdes explicitadas no Quadro 3.

Com isso, concluimos que as quatro questdes podem ter pouco potencial para os
alunos quando se trata do pensamento matematico no MCC. Demonstraram ter um leve
potencial positivo quando se trata do MFA, visto que o aluno sé evocara conceitos deste
mundo quando estiver buscando deduzir, demonstrar ou ainda compreender as estruturas
logicas que sustentam a defini¢do ou as propriedades dos logaritmos. Por fim, constatamos

que sdo muitas as forcas que podem levar o aluno a se concentrar no MOS durante as
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resolucdes desse conjunto. Isso porque acreditamos haver um maior apelo para que se
conheca/memorize a defini¢ao de logaritmo e suas propriedades, pois € a forma mais rapida

de manipulag@o das expressdes matematicas que exijam esses artificios.

Terceiro grupo

Em nosso ultimo grupo, fazemos a analise de quatro questoes. Comegamos com as
2019-31 e 2022-49 que exigem manipulagdes de equacdes e fungdes quadraticas e o uso
da defini¢do de logaritmo.

A questdo 2019-31, na Figura 6, comeca com algumas possibilidades de caminhos
nos MCC e MOS. Dizemos isso porque o aluno pode observar e criar imagens a respeito
do comportamento das fungdes (logaritmica e quadratica), desenhando ou recordando o
formato dos graficos. Isso é especialmente util nessa questdo, pois compreender o
significado das fun¢des e como elas se comportam em diferentes intervalos ¢ crucial para
a sua resolucdo. Envolve entender o que significa quando igualamos duas funcdes para

encontrar onde os graficos se encontram e interpretar em quais intervalos isso ocorre.

Figura 6: Questao 31 do Vestibular UFRGS 2019
Dadas as fungbes reais de varidvel real [ e g,
definidas ~ por S(x)=—log,(x) e
g(x)=x"-4, pode-se afirmar que

S(x)=g(x) é verdadeiro para um valor de
x localizado no intervalo

(A) [0:1].
(8) [1: 2].
(€ [2:3].
(D) [3: 4].
(E) [4:5].

Fonte: COPERSE (2019, p. 14).

O(s) ponto(s) onde f(x) = g(x) sdo também chamados de pontos de intersec¢ao
dessas fungdes, isto ¢, pontos em que os graficos das duas fungdes se cruzam no plano
cartesiano. Dito de outra forma, ¢ quando os valores das imagens de ambas as fungdes sao

iguais para um mesmo valor do dominio.
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Uma possibilidade de resolugdo encontra-se no Quadro 5. O aluno poderia resolver
a questao substituindo os valores das variaveis nas fungdes e construindo o grafico. Assim,

verificaria que as solucdes estido contidas no intervalo 1 < x < 2.

Quadro 5: Resolucao da questdao 31 do Vestibular UFRGS 2019
Resolucao da 2019-31 — Gabarito: B

Tomamos as fungoes:
xegx)=x*—4

Desenhamos os graficos das fungdes:

\

Substituimos os valores inteiros de x € [1,5] nas fungdes f(x) e g(x):

f(=0 g(1)=-3
f(2)=-1 g2)=0
f(B)=-3 g3 =5
f(4)=-2 g4) =12
f(5)=-5 g)=21

Observando que em x = 1 temos f(1) > g(1) eem x = 2 temos f(2) < g(2),

podemos afirmar sem fazer o grafico que houve uma intersec¢do em x € [1,2].

Fonte: Elaborado pelos autores.

Outra maneira seria perceber, inicialmente de forma intuitiva, que o cruzamento e
consequente valor igual (ponto de interseccdo) das fungdes no intervalo x € [1,2]. O
primeiro indicio seria a verificagdo de que em x = 1, tendo f(1) = 0 e g(1) = —3, chega-
se na desigualdade (1) > g(1). Analogamente, em x = 2,tendo f(2) = —1e g(2) = 0,
encontra-se que f(2) < g(2). Esse segundo modo poderia ser conjecturado com ou sem o

auxilio do gréfico.
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Hé ainda outros elementos que poderiam auxiliar o aluno na resolucdao. Por
exemplo, seria til observar que as fungdes quadraticas do tipo ax? + ¢ — como g(x) — sdo
simétricas em relagdo ao eixo x (eixo das abscissas) e crescentes a partir de x = 0.
Apontamentos semelhantes podem ser feitos acerca da funcdo logaritmica representada
f (x), cujo grafico é sempre decrescente e intercepta o €ixo x no ponto x = 1. Dessa forma,
vé-se que, do inicio ao fim da questdao, ha uma predominancia na possibilidade de evocacao
de conceitos nos MCC e MOS — inclusive a intersecdo entre esses dois mundos. Estas
nog¢des podem ser acompanhadas dos aspectos do MFA caso o aluno busque compreender

propriedades formais das fungdes, por exemplo.

Figura 7 — Questdo 49 do Vestibular UFRGS 2022

Se log, x+(log, x)’ =12, entdo o valor de
x é

1
A) 8 ou —.
(A) ou T

(B) % ou 16.

(C) —4ou 3.
(D) 4 ou —3.
(E) 2'%.

Fonte: COPERSE (2022, p. 26).

A questao 2022-49 (Figura 7) apresenta caracteristicas semelhantes as questdes do
grupo do segundo grupo, pois consiste em encontrar a solu¢cao de uma equagao logaritmica.
No entanto, o artificio exigido nesse caso € o da substitui¢do dos logaritmos por uma
variavel, o que resulta em uma equacdo quadratica. Com relacdo ao MCC, a questdo pode
ter baixo potencial de alcance no aluno, dado que sua resolugdo pode ser realizada somente
mediante o uso de simbolos e notagdes matematicas convencionais. E o que se evidencia

no Quadro 6.

Quadro 6: Resolugdo da questdao 49 do Vestibular UFRGS 2022
Resolucao da 2022-49 — Gabarito: A
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Tomamos a equagao:

x +(x)2=12
Chamemos uma variavel x :

y+yt=12y?+y—-12=0
Resolvemos a equacao quadratica:

_—1+12-4(1)(-12) -1+7
y= 2(1) )
yi=—4 ¢ y,=3

Aplicamos a defini¢dao e encontramos x :

—“4d=xexy=2texy=—
3=x ox,=22<x,=8
Fonte: Elaborado pelos autores.

Espera-se que o aluno associe a possibilidade de transformagdo da equagdo
logaritmica em uma equacdo quadratica para, em seguida, seja aplicada a defini¢do de
logaritmo para a obtencdo dos valores de x correspondentes a solugdo almejada.
Acreditamos que essa questdo demonstra a necessaria e importante aplicagdo pratica de
outros conteudos matematicos dentro de questdes envolvendo os logaritmos — como a
equacao do segundo grau. S@o essas aplicagdes que ilustram a poténcia das ferramentas
matematicas na resolucdo de problemas mais complexos.

Na sequéncia, temos a andlise das ultimas duas questoes.

A questao 2023-50 exige conhecimento das propriedades dos logaritmos e da soma
dos termos de uma progressdo aritmética. Exceto pela presenca de uma soma de valores
caracteristicas desse tipo de progressdo, as percep¢des com relacdo as propriedades dos

logaritmos nessa questdo sao muito semelhantes as das 2019-34 e 2022-46 do segundo

grupo.
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Figura 8 — Questdo 50 do Vestibular UFRGS 2023
O valor de log2%+ log 23 +1log2*+--+
log 25° é

(A) log 21247,
(B) log 2127,
(C) log 21472,
(D) log 25°.
(E) log 8%°.

Fonte: COPERSE (2023, p. 33).

Quando aplicamos as propriedades dos logaritmos (Quadro 7), percebemos que a
expressao pode ser simplificada para log log (22+3+4+'"+5°) . E possivel calcular a soma
2+ 3+ 4+ .-+ 50 sem perceber que se trata de uma progressao aritmética (P.A.) ou sem
recorrer a formula da soma de uma P.A., ndo sendo estritamente necessario usar as

formulas de P.A., embora o processo se torne mais trabalhoso dessa forma.

Figura 9: Questao 50 do Vestibular UFRGS 2024

A figura abaixo mostra o inicio de uma
sequéncia infinita de quadrados. A medida dos
lados dos quadrados @, , @, e @; sao,
respectivamente, log (2), log (W2) e log (V2).

[ ]

Q, Q> Qs

A soma das areas dessa sequéncia infinita de
guadrados é

(A)

Wl

[ log (2)]°.

(B) =-[1og (2)]%.

Wl

(© =-[log (2)]3.

W

(D) log (2 +vZ + V2).
(E) log (2-v2-V2).

Fonte: COPERSE (2024, p. 34).

A questao 2024-50 exige um dominio das propriedades dos logaritmos,
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determinagdo das areas de figuras planas — nesse caso, um quadrado — e célculo da soma

infinita dos termos de uma progressao geométrica. Apds a aplicagdo das propriedades da

poténcia, o aluno deve encontrar a 4rea dos quadrados com base nos valores dos lados.

Quadro 7: Resolugdes das questdes 50 do Vestibular UFRGS 2023 e 50 do 2024

Resolucao da 2023-50 — Gabarito: B

Resolucao da 2024-50 — Gabarito: B

Tomamos a expressao:

log log 2° +log log 23 +log log 2*
+---+log log 2°0
Aplicamos sucessivamente a propriedade

do logaritmo do produto:
log log (2%-2%.2%. ... 25%)
Unimos os expoentes na mesma base:
log log (22+3+4+---+50)
Aplicamos a formula da soma de uma
progressao aritmética (P.A.):

_(a1+an)-n_(2+50)-49

2 2
S =1274

Substituimos no logaritmo:

S

log log 21274

Tomamos a sequéncia (medida dos lados):

loglog 2 +log log \/E +log log f/i

1 1

loglog 2 +log log 22 +log log 24
+ eee

Aplicamos a propriedade do logaritmo da

poténcia:

1 1
loglog 2 +log Elog 2 +log Zlog 2
+ ..

Para a area desses quadrados, teremos:

(loglog2)*> + + + -
(loglog2)?>+ + + -

1 1
2 2(1 —_t — )
(log log 2) +4+16+

Aplicamos a féormula da soma infinita de
uma progressao geométrica (P.G.):
a, 1

S: = -

1-g¢q

Assim, teremos:

4 2
Ssreas = §(l0g log 2) .

Fonte: Elaborado pelos autores.

Para o0 MCC, a questdao 2024-50 tem alto potencial, pois o aluno, mesmo que nao

soubesse como resolvé-la, poderia criar e manipular imagens mentais dos infinitos

quadrados e ter um entendimento mais geral da questdo. Sua resolugdo, assim como as

outras, pode concentrar-se no MOS, podendo passar pelo MFA.

CONSIDERACOES FINAIS
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Consideramos que nosso objetivo foi atingido, uma vez que a analise das nove
questdoes do Vestibular UFRGS (2018-2024), sob a perspectiva da TTMM, permitiu
identificar quais as dimensdes do pensamento matematico que podem ser exploradas em
cada questdo.

Verificamos que ha possibilidade de os alunos alcancarem os Trés Mundos da
Matematica, com destaque ao MOS, além de perpassar os variados fluxos do pensamento
matematico entre esse mundo e os outros dois. Ao analisarmos as nove questdes que
fizeram parte do material empirico, verificamos que seu potencial quanto as dimensdes do
pensamento matematico em alunos estaria predominante nos fluxos de pensamento
relacionados ao MOS. Em alguns casos, evidenciamos a aproximag¢do com o MCC, sendo
mais raras as passagens pelo MFA.

Ao que parece, a énfase das questdes encontra-se na ideia de o aluno aplicar os
conhecimentos especificos de matematica na resolu¢do de equacdes. Essa tendéncia exige
repetidas manipulagdes de equacdes logaritmicas, aplicacdes das propriedades dos
logaritmos e mobilizagdes de conhecimentos sobre alguns outros objetos matematicos.
Consideramos que o estudante, além de adquirir conhecimentos tedricos e resolver
exercicios, deve também saber aplica-los em problemas que exijam um pensamento

matematico mais complexo e especifico.
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