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Resumo

Este trabalho tem como objetivo explorar a simetria de curvas utilizando congruéncia
modular apresentando uma nova perspectiva de simetria rotacional e reflexiva. A
justificativa para este estudo esta na possibilidade de parametrizar uma curva conhecendo
apenas uma parte dela e estendendo essa parametrizacao para todo o dominio por meio de
rotagoes. Além disso, demonstramos que é possivel reconstruir toda a curva conhecendo
apenas uma parte menor dela e usando reflexdes em determinadas retas. A metodologia
do trabalho envolve a utilizacao de ferramentas de geometria diferencial para analisar
curvas paramétricas. Apresentamos condicoes tedricas que garantem a simetria reflexiva,
bem como uma interacao entre a amplitude da rotacao e a velocidade angular em curvas
simétricas rotacionais. Os resultados demonstram que curvas simétricas rotacionais,
juntamente com suas derivadas e vetores normais, mantém a simetria reflexiva, validando
a abordagem proposta.
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This paper aims to explore the symmetry of curves using modular congruence, presenting
a new perspective on rotational and reflective symmetry. The justification for this study
lies in the possibility of parameterizing a curve by knowing only a part of it and
extending this parameterization to the entire domain through rotations. Furthermore,
we demonstrate that it is possible to reconstruct the entire curve by knowing only
a smaller portion of it and using reflections across certain lines. The methodology
involves the use of differential geometry tools to analyze parametric curves. We present
theoretical conditions that guarantee reflective symmetry, as well as an interaction
between the amplitude of rotation and the angular velocity in rotationally symmetric
curves. The results show that rotationally symmetric curves, along with their derivatives
and normal vectors, maintain reflective symmetry, validating the proposed approach.

Keywords: Parametric curves, symmetry, modular congruence.

1 Introducao

A simetria é um conceito mateméatico presente em varias areas, como geometria, teoria
dos numeros e fisica. Por exemplo, em fotonica, vortices 6épticos em guias de onda com
simetria rotacional exibem propriedades tnicas tteis para manipular a luz em escala
nanométrica [9]. A importancia da simetria vai além das aplicagoes fisicas; ela também
desempenha um papel nas ciéncias computacionais. Tratamentos computacionais de
simetria e teoria dos grupos, particularmente em visao computacional e graficos, tém
mostrado resultados promissores nos tltimos anos [8]. Em particular, [4] trabalha com
simetria rotacional de ordem m, com m um inteiro positivo, e mostra que essas curvas
simétricas rotacionais podem ser reinterpretadas como curvas simétricas reflexivas de
ordem m.

O conceito de congruéncia modular desempenha um papel central nesta pesquisa.
Consideramos curvas paramétricas onde as velocidades angulares de diferentes circun-
feréncias sao congruentes modulo m. Além disso, usando ferramentas de geometria
diferencial, investigamos curvas obtidas através de vetores normais, curvas paralelas e
curvas formadas por pontos em segmentos que conectam poténcias de uma raiz primitiva
de um namero primo, distribuidos ao longo de uma circunferéncia unitaria. Confirmamos
que essas construcoes também mantém a simetria rotacional. Finalmente, apresentamos
figuras que ilustram as curvas obtidas com as abordagens propostas.

O artigo esté estruturado da seguinte maneira, a Fundamentagao Teorica é subdi-
vidida em duas subsegoes: Preliminares Geométricos, simetria rotacional e simetria
espelhada. Em seguida, a secao de Resultados é composta por trés subsecoes: proprieda-
des diferenciais de curvas simétricas rotacionais, curvas simétricas rotacionais em modulo
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primo e visualizacao de curvas epitrocondiais. Finalizamos, o artigo apresentando uma
secao de Conclusoes.

2 Fundamentacao Teoérica

Nesta secao, abordamos alguns conceitos de geometria diferencial como parametrizagao
de curvas, a definicao de curvas periddicas e regulares, vetores tangente e normal,
a construcao de curvas paralelas e a curvatura de curvas parametrizadas. Também,
exploraremos as simetrias rotacional e simetria espelhada definidas em [5], para a analise
proposta neste trabalho.

Inicialmente, vamos apresentar as seguintes notagoes: Ry e Ay, as quais nos servem
para representar as matrizes

cos(260)  sin(20) cos(f) —sin(0)
o= Lsin(z0) —cos<20>] ¢ A= Lm@ cosw)}’ (2.1)

respectivamente. Observe que a matrix Ry descreve uma reflexao em torno de uma reta
r que passa pela origem com # como coeficiente angular e a matriz Ay, uma rotacao
anti-horéaria dada por um angulo # com centro na origem do sistema de coordenadas.

Podemos usar a notacao dessas matrizes para verificar que Agy Ry = Ry, onde Ry é a
reflexao em torno do eixo z. De fato,

s [T ) 110

sin(26)  cos(20) | |0 —1} =R (2:2)
Usando a notagao matricial dada em (2.1), temos

RogRp = Aoy, (2.3)
A91 A92 = A91+92 ) (24)

essas igualdades que sao verificadas usando identidades trigonométricas. A identi-
dade (2.3) estabelece um resultado conhecido em geometria que relaciona uma rotagao
com duas reflexdes.

A seguir, introduzimos os ntimeros complexos e sua correspondéncia com R?, baseados
na abordagem de [1], isto com o objetivo de simplificar a notagao ao longo do texto
quando for necessario. Definidos C = {z + iy | x,y € R e i* = —1} como o conjunto dos
ntimeros complexos, que podem ser mapeados para o plano real R2. Este mapeamento é
estabelecido ao selecionar um ponto de origem O e um raio r originando-se de O. O
sistema de coordenadas cartesiano ¢ configurado de modo que o eixo Ox se alinhe com
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r, e o eixo Oy seja rotacionado no sentido anti-horario por 7/2 radianos a partir de
r. Dessa maneira, cada niumero complexo z = = + iy corresponde ao ponto (x,y) em
R? com z sendo a parte real e y a parte imaginaria. Aqui, R(z) = x é a projegao no
eixo Oz e (z) = y é a projegao no eixo Oy. Em [1], existem mais detalhes acerca das
propriedades geométricas dos ntimeros complexos, por exemplo, temos a identidade:
exp(16) = cos @ + isinb.

A seguir, descrevemos a relagdo que existe entre as matrizes dadas em (2.1) e os
nimeros complexos. A matriz Ay representa uma rotacao em R? e corresponde a
multiplicar um nimero complexo z = z + iy pela fungao exponencial complexa exp(if).
Assim, Ay pode ser vista como a operagao z — exp(if)z. Além disso, a matriz Ry
representa uma reflexao e pode ser entendida tomando o conjugado complexo de z,
resultando em Z = = — iy, e depois rotacionando por 26. Portanto, Ry corresponde a
operacao z — exp(i20)z. Essas identifica¢oes nos permitem usar operagoes matriciais
para realizar transformagcoes de niimeros complexos geometricamente no plano real.

2.1 Preliminares geométricos

Nesta subsegao, fundamentamos nossa abordagem teorica nas referéncias de [1] e [3].
Uma curva parametrizada em C é uma aplica¢do v : I — C, onde t — x(t) + iy(t) e
I C R. Um exemplo classico de curva parametrizada em C é a circunferéncia com centro
na origem e raio r, dado por y(t) = rexp(it) para t € [0,2x]. Neste caso, a fungao
exponencial complexa exp(it) descreve a posi¢ao de um ponto ao longo da circunferéncia
a medida que t varia de 0 a 27.

Curvas periodicas sao aquelas que repetem seu comportamento apés um certo
intervalo de tempo. Formalmente, temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.1. Dada uma curva parametrizada, diz-se que € periodica se existe um
nidmero real p tal que ¥(t) = v(t +p). O menor valor positivo de p é chamado de periodo
de 7.

A periodicidade é uma propriedade que permite prever o comportamento da curva
ao longo do tempo. Por exemplo, as fung¢oes seno e cosseno tém periodo 27, e a
circunferéncia dada por 7(t) = exp(iat) tem periodo 27 /a.

Para analisar as propriedades intrinsecas das curvas, estas devem ser continuas e
diferenciaveis. Também, trabalhamos com curvas regulares, conceito definido a seguir.

Definicao 2.2. Dizemos que uma curva parametrizada v : I — C € reqular em tg € 1
se ' (ty) # 0 ou, equivalentemente, se |7 (to)]] # 0. A curva v é regular em I se for
reqular para todot € I.
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Curvas regulares sao importantes porque evitam pontos onde a derivada é zero,
conhecidos como ciispides, que podem introduzir singularidades indesejadas na analise.

O vetor tangente a uma curva em um ponto especifico fornece a direcao do movimento
ao longo da curva naquele ponto. Formalmente, para uma curva parametrizada y(t) =
z(t) +iy(t), o vetor tangente em um ponto P = 7(ty) da curva é dado pela derivada de
v em tg, isto &, v'(to).

Para uma anélise mais detalhada, introduzimos os vetores tangente unitario e normal
unitario. Estes vetores sao normalizados para ter comprimento 1 e fornecem informacgoes
sobre a direcao e a curvatura da curva, respectivamente.

Definigao 2.3. Se a curva parametrizada v(t) = (z(t),y(t)) € reqular, o vetor tangente
unitdrio e o vetor normal unitdrio sao dados por

(t) =

=t

L (—y/().2'(1)
T = e EOI

Quando a curva v esta definida em R?, existe uma relacao entre os vetores tangente
e normal através de uma rotacao de 7 /2 radianos: N(t) = A, /gf(t).

Curvas paralelas sao construidas a partir de uma curva original + deslocando-se ao
longo do vetor normal a uma disténcia fixa d. Formalmente, temos a defini¢ao abaixo.

Defini¢ao 2.4. Dada uma curva regular v(t) = (2(t),y(t)) com vetor normal N(t) e

um nimero real d, a curva v4(t) = v(t) + dN(t) € chamada de curva paralela a v
distancia d.

A curvatura de uma curva parametrizada é uma medida de quao rapidamente a
direcao da curva estd mudando em relacao a distancia percorrida ao longo da curva. A
curvatura ¢ definida da seguinte forma.

Definicao 2.5. A curvatura de v em t € dada por

ol
"0 = ol

(2.5)

onde T(t) = ~'(t)/ |7/ ()]

Baseado em [6], a curvatura k pode ser expressa em termos do determinante ao
considerar a componente ortogonal de 7" (t) em relagao a +/(t), isto &,

RN FLO
") = ||fw<t>u3dt[x”<t> y"(t)y (26

Esta expressao utiliza o determinante, que representa a area do paralelogramo
formado por +/(t) e 7" (t), refletindo a componente ortogonal de ~”(¢) em relacao a /().
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2.2 Simetria rotacional

Nesta subsegao, estudamos a curva apresentada em [4| para entender a simetria rotacional,
essa curva € construida quando imaginamos uma circunferéncia como uma roda, a fim
de: descrever a trajetoria de uma particula em uma roda montada em uma sequnda
roda, que por sua vez estd montada em uma terceira roda, com cada roda girando a uma
velocidade angular diferente.

Para M = 3, esta curva é conhecida como a "curva misteriosa", descrita em [4].
Podemos generalizar essa construgao de trés rodas para M rodas, para tanto, considere
m e k inteiros positivos fixos e a seguinte representacao de -,

Z r; exp(ia;t) (2.7)

7j=1

onde t € [0,27), M é um namero inteiro maior que ou igual a 1. Para j =1,--- | M,
r; > 0 sao os raios e a; € Z sao as velocidades angulares de cada roda, com a seguinte
condi¢ao: k = a; mod m.

Observamos que v é uma curva periddica com periodo p = 27. Também, a curva
v detém a seguinte propriedade: a cada 27/m segundos de tempo transcorridos, ela
rotaciona um angulo de 2kw/m radianos, este fato é verificado com o seguinte teorema.

Teorema 2.6. Se m, k e a; sao numeros inteiros tais que k = a; mod m, para
j=1,...,M, entdao para quaisquer r;, a curva dada em (2.7) satisfaz a condi¢do de
simetria 5 5
s s
Y (— + t) = exp <zk—> v(t), (2.8)
m m

para todo t € [0, 27].

Demonstragao. Por hipotese, sabemos que (a;—k)/m € Z, logo exp(i2w(a; —k)/m) = 1,
para todo 7 =1,..., M. Assim,

M
9 .
Y (% + t) = 5 r; exp(ia;t) exp(i2ﬂ%)

J=1

< k a; — k
— , a.t ) 2T — 27— .
jEZl r; exp (ia;t) exp (z ’/Tm) exp (7, L ) (2.9)
M
k 2m
= 2m— | 3" expliagt) = k= ) ~(t
exp (2 7Tm) r; exp(ia;t) = exp (z m) (1),

=1

ReviSeM, Itabaiana, Sergipe, Ano 2025, N°. 2, 62-85 67



como queriamos mostrar. O

Do Teorema 2.6, usando a representagao matricial de uma rotagao, podemos escrever:

gl (% + t) = Az (t). (2.10)

A partir de (2.10), observamos que por cada 27 /m segundos de tempo que se passam, a
curva 7 rotaciona 27k/m radianos.

Usando o fato de que "k e m sdo coprimos se, e somente se, a classe de k mdédulo m
gera todo o grupo aditivo Z,," e o Teorema 2.6, temos a seguinte definicao apresentada
em [5].

Definigao 2.7. Uma curva vy tem simetria rotacional de ordem m ou exibe m-dobraduras
de rotagao se existe um inteiro positivo k tal que mde(m, k) =1 e

2
Y (E +t) = Ak%’y(t).

Para compreender a Defini¢ao 2.7, podemos considerar o caso em que m =2 e k = 1.
Nesse caso, obtemos a seguinte igualdade

A(r 1) = Ary(t) ou A(r 1) = —(t). (2.11)
Na Figura 1, apresentamos a curva 7y dada por
1 1 1
() = 1 exp(i3t) + exp(—it) + 1 exp(iTt) + 2 exp(—i9t), (2.12)

como exemplo particular de (2.11).

Figura 1: Curva simétrica rotacional de ordem m = 2 com M = 4 e k = 1, dada
em (2.12).
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2.3 Simetria espelhada

Outro conceito apresentado em [5] é a simetria espelhada dada por

v(—t) = exp(200)(t) . (2.13)
Quando 6 = 0, temos L
2 (1) =700, (2.14)
Asigualdades (2.13) e (2.14) podem ser escritas usando a notagao matricial dada em (2.1)
para obter

Y(—t) = AggRoy(t) = Roy(1) (2.15)
S — (216

Observe que a ultima igualdade em (2.15) é consequéncia de (2.2). Note que (2.15) e
(2.16) representam a simetria espelhada em relagdo a uma reta inclinada com angulo
e em relagao ao eixo x, respectivamente.

E relevante destacar que, embora a simetria espelhada em relacéo a uma reta inclinada
com angulo 6 arbitrario, seja um conceito interessante, neste trabalho usaremos o caso
em que 6 = 0. Isto é, curvas definidas conforme (2.7), com coeficientes r1,79,...,7y
reais que satisfazem a simetria espelhada em relacao ao eixo x.

3 Resultados

Nesta secao, sao apresentados alguns resultados tedricos obtidos pelos autores e suas
aplicagoes em representacgoes visuais das curvas estudadas. Além disso, é realizada uma
andlise da parametrizagao de curvas que sao determinadas pelas poténcias de g € Z; no
circulo unitario, onde p é um ndmero positivo.

Inicialmente, suponha que 7 seja uma curva com simetria rotacional de ordem m
de acordo com a Defini¢ao 2.7, com t € [0,27). Denote 7|(0727r/m) a restricao de v
ao intervalo (0,27 /m). Verifica-se que basta considerar 'y|(0727r Jm) Para gerar a curva
toda. De fato, para t € (0,27 /m) usando as igualdades (2.8) e (2.4), temos que para
j=1,2,...,m — 1 se satisfaz

7(j%+t) = (%-‘r <(j—1)%+t>) (3.1)

=02z (2% + ((j — 2)% + t)) (3.2)
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(3.5)
Ay (% + t) (3.6)
(D) 37

Assim, dado s € (0,27), define-se t = s —j%ﬁ, onde j satisfaz j% <s<(j+ 1)%, e
usando (3.1) tem-se que

27
6 =7 (224 1) = () = Ay 2o (0. (33)

Observe que a equagao (3.8) permite calcular a imagem de ~ para qualquer s € [0, 27),
determinando j € {1,...,m — 1} e rotacionando v 2x)(¢) um angulo de jk2% radianos.
Na Figura 2, temos a curva simétrica rotacional de ordem m = 5 dada por

15 7
v(t) = < exp(it) + 3 exp(iTt) . (3.9)
Como consequéncia de (3.8), devemos considerar um angulo 27/5 e rotacionar 4 vezes a
V| (0.2x/5) Para obter a curva . Além disso, observe que a restri¢ao de 7| 5, /5) € igual a
uniao das curvas 11 = 7/ /5) € V2 = 7|(7r/57 on/5) apresentadas na Figura 2.

A / 7
/ e
/ -~
// -,
/ J—
// /// '7
[ 7R
/(.-
P
\
\
\
\
\
\
\\

Figura 2: Curva simétrica rotacional de ordem 5 dada em (3.9) com M =2 e k = 1.
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Dado que 72 é a reflexdo de v; em relagdo a reta com inclinacao /5, para obter a
parte restante da curva v, poderiamos fazer a reflexao da curva 7, em tormo a reta com
inclinagao 27/5 para obter 73 e assim sucesivamente, até ;o e completar a curva 7.

A seguir, baseados na ideia usada em (3.8), determinamos as condigoes para que uma
curva simétrica rotacional de ordem m seja gerada pela restrigao da curva ao intervalo
(0,7/m). Para tanto, provamos o seguinte resultado.

Proposicao 3.1. Se m, k, a; sao nimeros inteiros tais que k = a; mod m para
j=1,...,M e mde(m,k) =1, entio a curva dada em (2.7) satisfaz

(i) Para todo t € [0,2m).
2T

) (E _ t) — Ruzr(t)., (3.10)
(i1) Para todot € [0,7/m) ej=1,...,2m — 1.
LT LT
«y(gEth) — Rjzy (]E—t> . (3.11)

Demonstracao.

(i) Usamos a ideia na demonstragao do Teorema 2.6 para 2w/m — t e obtemos

y (% - t) — Aoz (). (3.12)

De (2.16), Ryy(t) = v(—t), onde Ry ¢ a matriz de reflexdo com angulo igual a zero.
A partir de (2.2) temos Azx Ry = Rgx, usando essas duas tltimas igualdades e

(3.12) tem-se
2m

Y <E - t) = A2 Roy(t) = Rez (1), (3.13)
para cada t € (0,27).

(ii) Seja s € [0,7/m) e considere ¢ tal que t+s = w/m. Assim, usando (3.10) podemos
concluir que

G = (G ) s =nan (G

para t € (0,7/m), isto é, a curva vy é simétrica reflexiva em relagdo a reta
y = tan(km/m)x.
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Por outro lado, usando (2.3), (3.13) e o Teorema 2.6 obtem-se

o T
ol (2E + t) = Ak%’Y(t) = Rk%’rRk%Py(ﬂ = Rarzy (25 N t) ’ (3.15)

Isto é, podemos estabelecer que a curva ~ é simétrica em relagao a reta definida
por y = tan (Qk%) x. Observe que (3.11) esta provada para j = 1,2.

A seguir, vamos verificar
LT LT
7(]—+t> = Rjxz (J——t) ) (3.16)
m m

para j = 3...,2m — 1. Para tanto, usando (3.1), (2.3) e (2.16), obtemos

2T
v (]E - 3) = Ajk%’V (=s) = Ajk%ROV (s) = Rijpzy (s) - (3.17)
De (3.17), para t € (0,7/m), escolhemos s tal que t + s = jm/m. Com isso temos
que
('W+t> 21 Rip=~(s) = R ('” t)) (3.18)
— = — — S = S T S) = P T _— — .
(i (i~ ks wzy (U — :
como queriamos mostrar. ]

Dessa maneira, neste trabalho, definimos a reflexao simétrica da seguinte forma:

Definicao 3.1. Uma curva parametrizada (t) € simétrica reflexiva em relagdo a reta
y = tan (]k%) x se, para cada j =1,...,2m — 1, e para todo ponto na curva, a imagem
do ponto refletido em relacao a reta y = tan (]k%) x também pertence a curva. Isso é
erpresso por

LT LT
7@—+0=&%ﬁ@——0, (3.19)
m m
onde Rjy= ¢ uma matriz de reflexao € dada por

_|cos (ij%) sin (ij%)

Ry = {Sin (ij%) — COoS (2]k%):| ) (3.20)

A Definigao 3.1 lida com a simetria em termos de deslocamentos (7/m)+t e (w/m)—t.
Também podemos destacar que:

e Simetria Espelhada: usa t e —t diretamente, considerando reflexoes em torno de
um ponto ou linha especifica sem necessidade de deslocamento adicional.
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e Definigao 3.1: considera a reflexao ao longo de uma linha inclinada por jk* e
desloca os pontos por 7/m para definir a simetria.

A partir de (3.11) e usando a notac@o ; como restricao da curva 7y, ao intervalo
(( Jj—1x, j%), podemos concluir que a curva é construida da seguinte maneira.

Algoritmo 1: Geragao de curvas parametrizadas usando reflexoes

Dados: Constantes M, m e k. Curva parametrizada ;.
Resultado: v =y U U...UYm_1 U Yom.
1 Yom/m) = m
2 para j < 1 to 2m — 1 faga
3 Defina a reta L; por y = tan(jk .- )x;
Reflita ; em relacao a L; para obter ;41 usando (3.11);
MNezgrnm < i

6 Retorne 7.

[SLE N

Nas Figuras 3a, 3b e 4, ilustramos a construcao usando o Algoritmo 1 para as curvas
dadas por:

~(t) = exp(—i2t) + 0,4 exp(—i9t) + 0, 05 exp(i26t) + 0, 05 exp(—i23t)+
+ 0,05 exp(—i40t),

v(t) =exp(—it) + exp(—it) + 0,4 exp(i19¢) + 0, 05 exp(—il6t)+
+ 0,05 exp(i29t) + 0,04 exp(—il76) ,

~(t) =0, 6 exp(—i13t) + exp(—i23t) + 0, 55 exp(—i37t) + 0, 15 exp(—i299¢) .  (3.23)

(3.21)

(3.22)

A curva apresentada na Figura 3a é gerada por 7, dada pela equagao (3.21) com
t€[0,7), ja 72 ¢ obtida como resultado da reflexao de 7, em relagao a reta L; dada por
y = tan(2F)x, agora 73 ¢ o resultado de refletir 7, em relagdo a reta y = tan(1¥)z, e
assim por diante até obter v14. Observe que 7|(j$,(j+1)%) = Y41 para j =1,...,13.

Na Figura 3b, a curva ilustrada é construida a partir de 7; dada pela equagao (3.22)
com t € [0,%). A curva 7, ¢ obtida refletindo 7, em relagao a reta L; definida por
y = tan(%F)z. Ao seguir o algoritmo, obtemos 7s, ..., y10. Note que VG G+nz) = Y+

paraj =1,...,9.
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(a) Comm =7e M =k =5 temos v uma (b) Se M =6, m =5 e k =4, temos 7 curva
curva simétrica reflexiva dada em (3.21). simétrica reflexiva dada em (3.22).

Figura 3: Curvas construidas usando o vetor normal de uma curva simétrica rotacional.

A curva mostrada na Figura 4 é formada a partir de v; especificada pela equagao
(3.23) com ¢ € [0, {5). A curva 7, surge da reflexao de 71 em relagao a reta Ly, que &
dada por y = tan({;)z. Aplicando o algoritmo, sdo obtidas as curvas vs,...,74. E
importante observar que 7|(j1127(j+1)%) = Y41 para j =1,...,23.

L

Y2

Figura 4: Curva parametrizada dada em (3.23), a qual é simétrica reflexiva com M = 4,
m=12e k= 1.
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3.1 Propriedades diferenciais de curvas simétricas rotacionais

A curva v dada por (2.7), tem a derivada da curva e a norma dela, dadas por

M M
V() =iy ayrjexplia) e ||| =|Y_ ar;expliast) (3.24)
j=1 j=1
Ja o vetor tangente unitario e o vetor normal unitario, respectivamente, sao
/
— t — —
Ty = 20 0§ = AT (3.25)

I (@)l

A seguir, mostraremos que uma curva paralela v, dada na Defini¢cao 2.4, também possui
simetria de rotacao.

Proposicao 3.2. Dada uma curva simétrica rotacional 7y, tem-se

m m

= (27 = - (27 =
T — — A 27rT N — — A 27rN . 2
< - + t) w2 T(t) e (m + t) p2n N (1) (3.26)

Adicionalmente, as curvas paralelas de v também tém simetria de rotagao.

Demonstracao. Usando a ideia da demonstracao do Teorema 2.6 na derivada de v temos

27
=41t ) = A2 (1). 2
7 (2 44) = ) (3.27)

Usando (3.27) e o fato de que a matriz A2« é ortogonal, obtemos

Como consequénica de (3.28), basta multiplicar ambos os lados a igualdade (3.27) por
17/ (t)]| 7!, para obter

e 4 e,
T(—”+t):Ak2 T(t) e N(—”H):Ak

2m
m m m

y (%” ; t) H = [ Awr®)] = o (3.28)

o N(t). (3.29)

33

Dessa maneira, é imediato verificar que a curva v4(t) = (t) + dN(t) também é uma
curva simétrica rotacional, isto é,

2
Ya (E + t) = Aj2mva(t) . (3.30)

O
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Observamos que a partir de uma curva simétrica rotacional de ordem m, o grafico
de uma curva que represente ao vetor unitario normal seria aquela com a trajetéria que
coincide com um subconjunto do circulo unitario. Por esse motivo, nas Figuras 5, 6a
e 6b s6 ¢ considerada a curva Az+/(t) = (—y'(t),2'(t)), isto ¢, um vetor na diregao do
vetor normal s6 que nao necessariamente de norma um.

Figura 5: Curva Az7/(t), com M =6, m =7 e k = 4, onde ¥(¢) ¢ dada em (3.31).

As curvas v e Azv/, das equagdes (3.31), (3.32) e (3.33), sao ilustradas nas Figu-

ras 5, 6a e 6b, respectivamente. Observe que todas elas tem raios r; = aj_z ,onde { =2
oul = 3.

v(t) =112 exp(il1t) + 102 exp(—il0t) + 25~ % exp(i25t)+

+ 1082 exp(—i108t) + 1792 exp(i179¢t) + 248 2 exp(—i248t), (3:31)
v(t) =152 exp(i15t) + 92 exp(—i9t) + 3172 exp(i31¢) + 25~ exp(—i25¢t)+ (3.32)

+ 472 exp(i47t) + 281 % exp(—i281t) , ‘
v(t) =472 exp(i47t) + 25~ 2 exp(—i25t) + 952 exp(i95t)+ (3.33)

+ 577 2 exp(—ib77t) + 1559 2 exp(i1559t) + 40332 exp(i4033t) .
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Acnd

(a) Para M = 6, m = 8 e k = 1, a (b) Com M =6, m =24 e k = 23, podemos
curva Azv'(t), com 7(t) dada em (3.32). gerar a curva Az, usando (3.33).

Figura 6: Curvas construidas usando o vetor normal de uma curva simétrica rotacional.

Nas Figuras 7a e 7b, sao apresentadas curvas simétricas de ordem 3 e 5, respectiva-
mente. Também sao mostradas algumas curvas paralelas a elas

1 3
v(t) =exp(it) + 5 exp(—i2t) + 0 exp(idt), (3.34)

v(t) =exp(—i2t) + % exp(i3t) + % exp(i13t). (3.35)

(a)Se M =m=3,k=1ed=3/10,y4ev-q (b) Sem =5, M =k =3ed= —1/10, as
sao paralelas a curva de (3.34). curvas g € Y—q sao paralelas a curva v, dada
em (3.35).

Figura 7: Curvas paralelas a curvas simétricas rotacionais.
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3.2 Estudo da curvatura de uma curva simétrica rotacional

Nesta segao, estuda-se a curvatura de 7 definida em (2.7). Usando a férmula dada
em (2.6) para calcular a curvatura s da curva -, obtemos

K(t) = ny IE [Zerajrmg cos( —CLg)t)] : (3.36)

=1 j=1
Verifica-se que

K (nz - h) =K (n% + h) : (3.37)

m

para h € (0, ﬁ/m), sendon =1,...,2m —1, isto é, a curvatura x é simétrica em relagao
aretat =nmw/m.
De fato, dado que n(a; — ag)/m € Z para cada j e £, temos

sen((a; — ag)2rn/m) =0 e cos((a; —ag)2mn/m) =1. (3.38)

Logo, obtemos as seguintes igualdades

“ <<“j ) (”2% _t)) - (” (a‘jr;ag) 2”) cosllar =t g )

= cos((a; — a)t) .

Assim, usando a igualdade (3.36)

M M
2
K (ﬂ — t) 3 Z Zr ajreagcos((a; —ap)t)| (3.40)
m WoZE =0 |22
para cada n = 1,...,m e para qualquer ¢ em que 7'(27n/m —t) # 0. Como 7/ é uma
curva simétrica rotacional, obtemos
27
7 (02 - 1) | = e R0 = o1

Logo, obtemos

K(Z”W”—t) — k()

Agora, substituimos ¢t = n + h, com h € (0,7/m). Podemos concluir

(0T ) = (0T ).
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Portanto, a curvatura x ¢ simétrica em relagao a reta ¢ = n’-, como desejado.
Usando (3.36), nas Figuras 8a e 8b, sdo apresentados os graficos das curvaturas das
curvas (3.34) e (3.35), respectivamente.

J

(a) A curvatura da curva dada em (3.34) é simé- (b) O grafico da curvatura da curva dada

trica por reflexdo a reta ¢ = n7/3 no intervalo em (3.35) é simétrica por reflexdo pela reta

((n—1)7/3,nm/3), para n = 1,2,3,4,5. t = nm/5 no intervalo ((n —1)7/5, nm/5), para
j=1,2,...,9.

10

Figura 8: Curvaturas simétricas de curvas simétricas rotacionais.

Até aqui foi provado teoricamente e mostrado com exemplos que a curva simétrica
rotacional v tem também curvas paralelas com simetria rotacional. Adicionalmente,
observando a simetria reflexiva de y verificamos que a curvatura s exibe também simetria
reflexiva.

3.3 Uma interagao entre velocidades angulares e raios

O Teorema 2.6 e a Proposi¢ao 3.1 nao estabelecem restrigoes para a escolha de r; na
curva dada em (2.7). Uma possivel forma de determinar r; é dada quando estudamos a
derivada da curva v dada em (3.24). Assim, para as velocidades angulares a;, o produto
a;r; controla a intensidade da contribuigao de cada componente na soma para a forma
geral da curva e, por consequéncia, a natureza da velocidade ||7/|| ao longo da curva.
Essa ideia ¢ aplicada nos exemplos (3.31), (3.32) e (3.33).

A partir de (3.24), para o caso M = 2, determinamos um conjunto de curvas
simétricas rotacionais que relacionem a congruéncia modular de a; com r;. Esse é
o motivo pelo qual decidimos estudar a representacao na circunferéncia unitaria das
potencias de g em L, onde p é un nimero inteiro positivo.
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A seguir, consideramos um poligono com p lados inscrito no circulo unitéario, conforme
[7]. Cada vértice P; representa uma poténcia de g modulo p para j =1,...,p — 1, dado

por
9 9

P; = (cos (g]—w) , sin <g’—7r>) ) (3.41)
p p

Note que o ponto (1,0) nao é considerado, pois estamos excluindo j = 0 na corres-
pondeéncia de ¢/ com os vértices P; do poligono. Também, se p é um nimero primo
e g ¢ uma raiz primitiva de p cada vértice do poligono estaria representando a cada
poténcia de g, garantindo que a correspondéncia seja bijetora. Caso contrario, essa
correspondéncia nao seria bijetora.

A forma de relacionar essas poténcias é por meio das cordas com extremos P; e Pjyq,
nas quais é possivel escolher pontos ();, dados por

Q; =P+ AP = Py) (3.42)

onde A € [0, ¢+ 1].
A seguir, ¢ determinada a equacao da curva que passa por cada ponto Q);.

¢ :[0,27] = R* dada por

(e Vet (Yo,

onde A € [0, g + 1]. Para verificar que a curva ¢ passa por );, basta observar que
21
o(27)-a (3.44)

para cada j =1,...,p — 1. Na Figura 9, ilustra-se o que acontece se p =31 e g = 3.
Para A € [0, g + 1], & medida que o ponto (); varia entre P; e Pj;;, a curva ¢ dada
em (3.43) varia entre as circunferéncias

(1= 2 ety e (5 ) explion.

Observe que a curva ¢ é simétrica rotacional moédulo m = g — 1, onde k = 1. Note
que a curva ¢ depende do parametro g, o qual influencia tanto na frequéncia angular
quanto no raio das componentes. Essa dependéncia resulta em uma gama de formas
geométricas e padroes, que sao explorados na seguinte subsecao.

ReviSeM, Itabaiana, Sergipe, Ano 2025, N°. 2, 62-85 80



—— Curva simétrica rotacional

Figura 9: Parap =31 e g = 3, quando A = 1 a curva ¢(t) = (3/4) exp(it)+(1/4) exp(i3t)
contém os pontos ();, os quais pertencem as cordas FP;P; 1, para j = 1,2...,30.

3.3.1 Visualizagao de algumas curvas simétricas rotacionais

O codigo, desenvolvido em Python e executado no Google Colab, calcula e plota curvas
parametrizadas para diferentes valores do parametro A\ € (0,g9 + 1). Para realgar as
propriedades visuais e matematicas das curvas, utilizamos o colormap HSV, que fornece
um gradiente continuo e intuitivo de cores ao longo do espectro. Essa técnica também
¢ amplamente aplicada no dominio colorido de fungoes complexas, permitindo uma
representagao visual clara e informativa das imagens dessas funcoes [2].

A Tabela 1 destaca as cores associadas a diferentes valores de A, enfatizando como
mudancas nesse parametro afetam a representacao grafica enquanto mantém a coeréncia
visual. As cores foram escolhidas para facilitar a distingao entre as curvas e realgar
variacoes sutis no comportamento geométrico.

Tabela 1: Cores das curvas para diferentes valores de A

A ‘ Cor da Curva
Deg+1 ‘ Vermelho
(9+1)/4 | Verde
(9+1)/2 | Ciano
3(g+1)/4 | Azul
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Nas Figuras 10, 11, 12 e 13, apresentamos as curvas geradas para g =2, g=3,9 =5
e g = 6, respectivamente. Podemos observar que esses nimeros sao raizes primitivas de
niameros primos.

Adicionalmente, na Figura 14 e na Figura 15, apresentamos as curvas geradas
para ¢ = 4 e g = 9, respectivamente. Embora esses ultimos ntimeros nao possam
ser raizes primitivas de qualquer niimero primo, eles proporcionam uma visao mais
ampla da familia de curvas dada em (3.43). Essa abordagem nos permite observar as
propriedades geométricas das curvas independentemente das restrigoes impostas pelas
raizes primitivas.

(a) Para valores de A\ desde 0 a 3/2. (b) Para valores de A desde 3 até 3/2.

Figura 10: Curvas com diferentes valores de A para g = 2.

A

7
.
i
!

i

i

A
A

(a) Para valores de A desde 0 a 2. (b) Para valores de A desde 4 a 2.

Figura 11: Curvas com diferentes valores de A para g = 3.
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(a) Para valores de A desde 0 até 3. (b) Para valores de A desde 6 to 3.

Figura 12: Curvas com diferentes valores de A para g = 5.

(a) Para valores de A desde 0 to 7/2. (b) Para valores de A\ desde 7 até 7/2.

Figura 13: Curvas com diferentes valores de A para g = 6.

it
|

i

(a) Para valores de A desde 0 até 5/2. (b) Para valores de A desde 5 até 5/2.

Figura 14: Curvas para diferentes valores de A para g = 4.
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( A
A N
L ?//
T
(a) Para valores de A desde 0 até 5. (b) Para valores de A\ desde 10 até 5.

Figura 15: Curvas com diferentes valores de A para g = 9.

4 Conclusao

Neste trabalho, os resultados teéricos e os exemplos apresentados mostram que as curvas
simétricas geradas nao sao produtos do acaso, mas sim o resultado direto de conceitos
solidos de édlgebra e geometria. Também, foi explorada a simetria de curvas por meio da
aplicagao de congruéncia modular, introduzindo uma nova perspectiva acerca tanto da
simetria rotacional de ordem m como da simetria reflexiva.

Usando o Algoritmo 1 mostrou-se que é possivel parametrizar uma curva a partir de
uma parte limitada de sua extensao e estender essa parametrizacao para todo o dominio
utilizando rotagoes e reflexoes, o que oferece uma abordagem para reconstruir curvas
complexas com base em informacoes parciais.

Utilizando ferramentas de geometria diferencial, foram estabelecidas condigoes teo-
ricas que garantem a simetria em curvas paramétricas bem como suas derivadas e
curvas paralelas que preservam a simetria rotacional. Além disso, na ultima se¢ao foi
identificada uma interacao especifica entre os raios e as velocidades angulares em curvas
simétricas rotacionais por meio de pontos inscritos em uma circunferéncia.
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