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Resumo

Este texto apresenta alguns resultados sobre um subconjunto especial dos nimeros
inteiros positivos, os numeros (3, b)-felizes, representados em qualquer base posicional
b > 2. Verificamos que todo inteiro positivo é (3, 2)-feliz conforme demonstrado no
Teorema 2.2. Apresentamos também exemplos de nimeros (3, b)-felizes em outras bases
como ilustrado no Exemplo 2.3 e no Teorema 2.4. Em particular, caracterizamos os
pontos fixos da fungao (3, b)-feliz, que atribui a cada inteiro positivo a soma dos cubos
de seus digitos conforme detalhado nos Teoremas 3.2 e 4.1. Além disso, calculamos os
pontos fixos da fungao (3, b)-feliz em diversas bases.

Palavras-chave: Numeros Felizes; Pontos Fixos; Sequéncia de inteiros.
Abstract

This text presents some results on a subset of the positive integers, the (3, b)-happy
numbers, represented in positional base b > 2. We verify that every positive integer
is (3, 2)-happy, as demonstrated in Theorem 2.2. We also provide some examples of
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(3, b)-happy numbers in other bases, as illustrated in Example 2.3 and Theorem 2.4. In
particular, we characterize the fixed points of the (3, b)-happy function, which assigns
to each positive integer the sum of the cubes of its digits, as detailed in Theorems 3.2
and 4.1). Additionally, we compute the fixed points of the (3, b)-happy function in
various bases.

Keywords: Happy Numbers; Fixed Points; Integer sequences.

1 Introducao

Os numeros felizes aparecem pela primeira vez na literatura no livro “Unsolved Pro-
blems in Number Theory”, veja [3], do matemadtico inglés Richard K. Guy. Ele apresenta
a definicao e faz diversos questionamentos a respeito dos nimeros felizes: a existéncia
de infinitos numeros felizes, a relacao entre nimeros primos e numeros felizes, a den-
sidade dos numeros felizes nos inteiros positivos e as possiveis sequéncias de niimeros
felizes, entre outros. Desde entao, diferentes autores tém trabalhado com essas e outras
questoes que surgiram relacionadas com os nimeros felizes (ver [1, 2, 4]).

Dado um ndmero inteiro positivo, considere a seguinte funcao: somar o quadrado
de seus digitos. O processo para verificar se um nimero inteiro positivo é feliz consiste
na iteracao dessa funcao. Se a iteracao dessa funcao, aplicada a um numero, atinge o
nimero 1, dizemos que esse numero ¢ feliz. Caso contrario, o niimero é denominado
triste. Observe o exemplo:

32 3324+22=132512+32=10—=12+0>=1.

Visto que a iteracao termina em 1, dizemos que o nimero 32 é feliz. No entanto, ao
aplicarmos esse processo no numero 37, obtemos a sequéncia de inteiros:

37 — 58 -89 — 145 — 42 - 20 -4 — 16 — 37...

Essa sequéncia forma um ciclo. Como o nimero 1 nao pertence a esse ciclo, dizemos
que o numero 37 é triste. Note que o mesmo ocorre com os demais niimeros do ciclo.
Portanto, todos os ntimeros desse ciclo sao tristes.

Neste trabalho, exploraremos os niimeros felizes considerando o expoente 3 em qual-
quer base posicional. Em especial, daremos énfase as bases posicionais menores que seis.

O texto foi estruturado da seguinte maneira: na secao 2, apresentamos os nimeros
(3, b)-felizes, fornecemos exemplos e mostramos como verificar se um dado nimero é
(3, b)-feliz (Teorema 12 e Coroldrio 13). Na segao 3, demonstramos como encontrar
os pontos fixos da funcdo (3, b)-feliz (Teorema 14). Na secdo 4, exibimos os pontos
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fixos da funcao (3, b)-feliz para b = 2, 3, 4, 5 (Teorema 15). Concluimos com algumas
consideracoes finais sobre o trabalho realizado.

2 Numeros (3,b)-Felizes

Os numeros (3, b)-felizes sao o foco principal deste trabalho. Nesta segdo, demostrare-
mos que é sempre possivel verificar quando um nimero é (3, b)-feliz. A caracterizagao
desses nimeros decorre da funcao (3, b)-feliz para qualquer base posicional b > 2.

Seja m um interio positivo, e

T

i
m = [a,ar_10,_5 . ..a1aglp = E a;b
i=0

a sua representagao na base posicional b > 2. A fungao (3, b)-feliz, Fj;, ¢ definida por

Fsp: 2y — Zy
T

3

mo Y
=0

Ou seja,
T T

F3,b<m) = F?”b(z albz) = Za?

i=0 =0
Dizemos que n é um numero (3, b)-feliz se existe k& > 1 tal que F¥,(n) = 1. Caso
contrario, n é dito um nimero (3, b)-triste.
E usual, quando a base é evidente no contexto, dizer apenas que o numero é feliz
ou triste.

Exemplo 2.1. O nimero 1 é (3, b)-feliz em qualquer base, b. Observar que 1 = [1],,
em qualquer base. Assim, F3,(1) = F3,([1]y) = 1° = 1.

Teorema 2.2. Na base 2 todo nimero € (3, 2)-feliz.
Demonstracao. Vamos provar por inducao. Note que
F(1)=1, F32(2) = F35([10)s) =1° +0° = 1,
F35(3) = F32([11]2) = 12 +1° = 2 ¢ F3,(3) = F32(F32(3)) = F32(2) = 1.

Isso implica que 1, 2 e 3 sdo numeros (3, 2)-felizes. Seja n > 3. Vamos supor, por
hip6tese de inducdo, que todo inteiro menor que m é um nimero (3, 2)-feliz. Seja
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n = a,a,_1...a109 a representacao posicional de n, na base 2. Por suposicao r > 2,
a, =1ea; €{0,1}, para todo 0 < i < r — 1. Visto que a? = a;, obtemos que

Fyo(n) =a®+a |+ +a} +a
=1+a, 1+ +a +a
<l+r
<2
<+ a, 127 a2 + ag

=n.

Verificando que F32(n) < n. Segue, por hipdtese de inducdo, que Fj5(n) é um nimero
(3, 2)-feliz. Logo existe k tal que

F§2(F372(n)) =1.

Ou seja,
Fy3'(n) = F3o(F(n)) = 1.

Aferindo que n é um numero (3, 2)-feliz. Portanto, todo nimero é (3, 2)-feliz. O

Se em determinada base posicional, b, todo nimero é (3, b)-feliz é usual chamar essa
base posicional por base (3, 2)-feliz. O exemplo anterior mostra que a base 2 é uma
base (3, 2)-feliz.

Exemplo 2.3. A felicidade em uma base nao garante a felicidade em outra. Para
ilustrar este fato, considere o nimero 112. Note que F3,,(112) = 1. Logo 112 é um
nimero (3, 10)-feliz. Contudo, ao analisarmos as iteradas da fungao Fj 5, obtemos que

Fy5(112) = Fy5([422]5) = 4° 4+ 2° + 2° = 80,
F35(112) = F35(80) = F5([310]5) = 3° + 1° + 0° = 28,

F35(112) = F35(28) = F35([103]5) = 1% + 0° + 3° = 28.
Assim Fy(112) = 28 para todo m > 3. Portanto, 112 ¢ um nimero (3, 5)-triste.

Teorema 2.4. Ezistem infinitos niumeros (3, b)-felizes.

Demonstracao. E suficiente observar que todo nimero da forma

ar = [10...0],,
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com k digitos zero a direita do ntimero 1, é um numero (3, b)-feliz. De fato,
Fyplap) =13+ 0% +... +0° =1,

para todo k > 0. Assim, o nimero a; atinge o valor 1 em uma tunica iteragao da funcao
F3 3, 0 que implica que aj ¢ um nimero (3, b)-feliz para todo k > 0.

Como h4 infinitos valores possiveis para o indice k, concluimos que existem infinitos
nimeros (3, b)-felizes. O

Teorema 2.5. Seja m um inteiro positivo.
1. Sem € (3, b)-feliz e Fifb(n) =m, para algum k € N, entao n é (3, b)-feliz.
2. Sem € (3, b)-triste e F§ (n) = m, para algum k € N, entdo n ¢ (3, b)-triste.

Demonstragao. 1. Seja m um numero (3, b)-feliz. Entao existe r € N tal que
F3y(m) = 1. Assim

FgJISk(n) = gb(FB{Cb(n» = ?:b(m) =1
Portanto, m é um ntimero (3, b)-feliz.

2. Se m é (3, b)-triste, entao m # 1 e Fy,(m) # 1, para todo r € N. Visto que
F§y(n) = m e m é (3, b)-triste temos que F5,(n) # 1 para 0 < I < k. Isto
implica que

F;:Jgk(n) = gb(F:fb(n)) = g,b(m) # 1,
para todo r € N. Logo F3 ,(n) # 1, para todo r € N. Portanto, n é um ntimero
(3, b)-triste.
O

Teorema 2.6. Sejam m e b > 2 inteiros positivos. Entdo Fsp(m) < m, para todo
m > b,

Demonstragao. Seja m = [a,a,_1 - - ajaglp a representacao posicional de m na base b.
Por hipétese, r > 5 e a, # 0. Logo m possui pelo menos 5 digitos. Temos, por definicao,
que

Fyy(m) = a; +aj_y + -+ +ai + ag.

O objetivo é verificar que a diferenga entre m e Fj ,(m) é maior que zero. Provando o
resultado. De fato,
m— Fyp(m) = a,b" +a, b+ +abtag— (a2 +ad_, +-+a}+al)
= (a,b" —a) + (@, b ' —ad )+ -+ (arb—ad) + (ag — ap)
=a,(b" —a) +a, (b —a )+ ayb—al) +ag(l —ad).
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Faca
a=a(b"—a2)+a, (0 —a? )+ +ay(b® —ad)
B =a(b—af) +ao(l — a3).
Dessa forma,
m — Fs y(m) = o+ f.

Note que a > 0, pois 0 < a; < b paratodo 1 <i<r—1ea, # 0. Assim o menor valor
possivel para « ocorre quando r =4, ay = 1 e a3 = a, = 0. Ou seja, quando

a=bt—1=0b-)P+b"+b+1].
E o menor valor possivel para 3 ocorre quando a; =b—1 e ag = b — 1. Ou seja,

B=0b-1).0—-(b-1)*+0-1)1-(0-1)?
=b-1D)b+1-20b-1)3
= (b—1)[-2b° +5b—1].

Assim,

m— Fyp(m) =a+f
=b-1D[+b*+b+ 1]+ (b—1)[-2b> + 5b — 1]
= (b—1)[b* — b* + 6D]
= (b—1)b[b* — b+ 6]
> 0,

pois todos os fatores, da tltima igualdade, sdo positivos. Portanto, F3 ,(m) < m quando
m > bt m

Em virtude do Teorema 2.6, determinar os nimeros (3, b)-felizes menores que b*
¢ essencial para verificar se um numero é (3, b)-feliz. O Teorema 2.5 garante que, se
uma iterada da funcdo Fj, ¢é feliz, entdo toda iterada anterior também é (3, b)-feliz.
O préximo resultado, Corolario 2.7, mostra que, para todo inteiro, existe uma iterada
da funcao (3, b)-feliz, sobre esse inteiro, que pertence ao intervalo [1,...,b* — 1]. Dessa
forma, precisamos conhecer os ntimeros felizes do intervalo [1,...,b* — 1], o que pode
ser feito com o auxilio computacional.

Corolario 2.7. Seja m > b'. Entdo existe k tal que F§,(m) < b*.
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Demonstrag¢ao. Suponha, por contradigao, que Fi,ﬁb(m) > b* para todo k € N. Segue
do Teorema 2.6 que a sequéncia (Ff,(m))gen € estritamente decrescente. Ou seja,

m > Fyy(m) > F5y(m) > F§y(m) > -+ > Fy,(m) > -

e, por hipétese, todos os termos dessa sequéncia sao maiores ou iguais a b*. Desse modo
obtemos uma sequéncia infinita de niimeros inteiros positivos estritamente decrescente,
todos maiores ou iguais a b*.

No entanto, isso é impossivel, pois uma sequéncia limitada superiormente e estrita-
mente decrescente de inteiros positivos deve necessariamente ser finita. Assim, nossa
suposicao leva a uma contradicao. Portanto, concluimos que existe & € N tal que
Ff,(m) < b O

Quando a base é pequena, isto é, para b < 6, é suficiente conhecer os niimeros felizes
no intervalo [1,...,0% — 1]. Este é o resultado garantido pelo préximo teorema.

Corolério 2.8. Sejam m e b nimeros naturais com 2 < b < 6. Entdo Fs,(m) < m,
para todo m > b3.

Demonstragao. E andloga a demostracao do Teorema 2.6. Neste caso, é suficiente
observar que,
a+ = (b—1)[-b*+ 6b].

E assim m — F5,(m) > 0, quando 2 < b < 6. O

3 Pontos Fixos

Nesta secao, estudaremos os pontos fixos da fungao felicidade Fj ;. Além disso, mos-
traremos que ¢é possivel determiné-los encontrando as solucoes de uma certa equagao
polinomial em varias variaveis.

Um numero inteiro positivo n é dito ponto fixo da fungao felicidade Fj3 ; quando

F3 4(n) =n.

E imediato verificar que o nimero 1 é ponto fixo da funcao felicidade Fj ; em qualquer
base, mas nao necessariamente o unico.

Exemplo 3.1. Os nimeros 1 e 371 sao pontos fixos da funcao F3 19. De fato,

Fs0(l)=1"=1e F310(371) =3* + 7* + 13 =27 + 343 + 1 = 371.
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O proximo Teorema fornece um método para determinar os pontos fixos.
Teorema 3.2. Os pontos fizos da funcao Fsy sao da forma
[zyzw]y = 2b® + yb® + 2b+w
e satisfazem a equacao x° + y> + 2% + w? = xb® + yb® + 2b + w.

Demonstragao. Segue do Corolario 2.7 que os pontos fixos da funcao Fsj pertencem ao
conjunto {1,2,...,b* — 1}. Visto que

V' 1=0-10+b—-1)0*+(b—1)b+ (b—1),

temos que os possiveis candidatos a pontos fixos possuem no maximo 4 digitos. Logo,
se m é um ponto fixo, entao m é da forma

m = [zyzw], = 2b* + yb* + 2b + w, (3.1)

onde 0 < z,y, 2z, w < b—1. Como F3u(m) = Fap([zyzw]y) = 2° + 3 + 23 +wd e
Fy,(m) = m = zb® + yb® + 2b + w, obtemos

2 P 4 2 4w = b b+ 2b + w. (3.2)

Portanto, os pontos fixos da fungao F3j sao da forma 3.1 e satisfazem a equagao
3.2. ]

Uma consequeéncia direta da equacao 3.2 é que o tinico ponto fixo com um digito é
o numero 1.
O préximo exemplo ilustra como determinar os pontos fixos em uma base dada.

Exemplo 3.3. Vamos calcular os pontos fixos da funcao Fjs ;3. Esses pontos fixos, pelo
Teorema 3.2, sao as solucoes da equacao

24P+ 2w = 2133 + 9132 + 213 + w,

onde 0 < z,y, z,w < 12. Utilizando o Octave para resolver essa equacao encontramos
as solucoes

1 = [1]13, 793 = [490] 5, 794 = [491]3, 854 = [509]:3 e 1968 = [a85]y3,

onde o = 11. Portanto, os nimeros 1, 793, 794, 854 e 1968 sao os pontos fixos da
fun(;éo F3,13.
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Exemplo 3.4. Os pontos fixos da funcao Fjg sao
1 = [1]6, 99 = [243]6, 190 = [514]¢ e 251 = [1055]¢.
Esses pontos obtidos foram determinados encontrando as solucoes da equagao
23 43 + 22+ w? = 2162 + 36y + 62 + w,
onde 0 < x,y,z,w < 5.

E interessante observar que o ponto fixo 251 = [1055]s, do exemplo anterior, é
justamente o nimero m que satisfaz o + § = 0 no Corolario 2.8, quando b = 6. Ou
seja, ao fazermos b = 6 obtemos,

m=1-6>+0-6>+(6—1)6+ (6 —1) =251 = [1055];.

4 Bases pequenas

Nesta secao, calculamos os pontos fixos da funcao felicidade F3 5, quando b = 2, 3, 4, 5.
Em virtude do Teorema 4.1, se temos uma base, b, menor que 6 (seis) e desejamos
determinar os pontos fixos da funcao Fj3;, precisamos resolver uma equacao com 3
(trés) variaveis. Uma equagdo com uma varidvel a menos que o caso geral, Teorema
3.2.

Teorema 4.1. Os pontos fizos da funcao Fs;, quando 2 < b <5 sao da forma
[zyz]y = 2b® + yb + 2
e satisfazem a equacao x3 +vy> + 22 = 2b®> +yb+ 2, onde 0 <z, y, 2 < b — 1.

Demonstragao. Segue do Coroldrio 2.8 que os pontos fixos da fungao F3 ), se encontram
no conjunto {1,2,...,6% — 1}. Note que

V' —1=(b-1)0+B-1)b+ (b—1).
Assim, os possiveis pontos fixos tém, no maximo, 3 digitos. Seja m um ponto fixo da
funcao Fj . Entao
m = [vyz]y = 2b® +yb+ 2,
onde 0 < z,y, 2 < b— 1. Visto que Fy(m) = Fyp([zyz]y) = 23+ > + 23 e m é
ponto fixo, obtemos
P2 =2 b+ oz (4.1)

Verificando o resultado. ]
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Um ponto fixo em determinada base, nao necessariamente, é ponto fixo em outra
base. O nuimero 371 é ponto fixo na base 10, Exemplo 3.1. Contudo, na base 5, ele nao
¢ um ponto fixo da fungao Fj3 5. Conforme podemos verificar no exemplo abaixo.

Exemplo 4.2. Para calcular os pontos fixos da fungao Fj 5 temos que determinar
as solugoes da equacao 4.1, com b = 5. Ou seja, encontrar as solucoes da equagao
polinomial

23 492+ 23 = 250 + 5y + 2.
onde 0 < z, y, 2 < 4. Com o auxilio computacional verificamos que as tinicas solugoes
sao
1 =[1]5 28 = [103]5 e 118 = [433]5.
Portanto, os nimeros 1, 28 e 118 sao os pontos fixos da fungao Fj 5.

Exemplo 4.3. Segundo o Teorema 4.1, para determinar os pontos fixos da funcao Fj 4
temos que determinar as solucoes da equacao

o34+ 28 = 160 + 4y + 2,
onde 0 < x,y, 2 < 3. Com o auxilio do Octave foi facil verificar que as unicas solucoes,
sao
1 =[1]4, 8 =[20]4, 9= [21]4, 28 = [130]4, 29 = [131]4, 35 = [203]4,
43 = [223]4, 55 = [313]4 e 62 = [332],.
Portanto, os inteiros 1, 8, 9, 28, 29, 35, 43, 55 e 62 sao os pontos fixos da funcao £ 4.

Exemplo 4.4. Para determinar os pontos fixos da funcao Fj 3 ¢ suficiente, pelo Teo-
rema 4.1, determinar as solugoes da equacao

2P 422 =94 3y + 2,

onde 0 < z,y,z < 2. Com auxilio do Octave verificamos que as Unicas solugoes, dessa
equacao, sao
1=[1]y el17=[122]s.

Portanto, temos que 1 e 17 sao os pontos fixos da fungao Fj 3.

Exemplo 4.5. Segue do Teorema 4.1 que todos os 3-pontos fixos, na base 2, satisfazem
a equagao

oyt =de+ 2y + 2,
com 0 < z,y,z <1. E claro, que se z # 0 ou y # 0 teremos 2% +y? + 22 < 4x + 2y + 2.
Portanto, o tnico ponto fixo da funcdo F3 € o trivial 1 = [1],
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5 Consideracoes Finais

E sempre possivel verificar se um inteiro positivo é um nimero (3, b)-feliz em qualquer
base posicional b (ver Secao 2). Esse fato permitiu a exploragao de varias questoes so-
bre os numeros (3, b)-felizes. Por exemplo, a caracterizagdo dos pontos fixos da funcao
felicidade F3, (ver Teorema 3.2), a determinac@o de bases (3, b)-felizes (ver 2.2) e a
forma de encontrar os pontos fixos da funcao (3, b)-feliz. Outras questoes, como a quan-
tidade de ntimeros primos (3, b)-felizes, os ciclos da funcao (3, b)-feliz e as sequéncias
de numeros (3, b)-felizes, devem ser exploradas em trabalhos futuros. Especificamente,
pretendemos investigar a soma dos digitos elevados a diferentes expoentes, sem fixar
um unico expoente para todos os digitos.
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