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Resumo

A partir de uma abordagem interdisciplinar, apresentamos respostas dentro da classe de
problemas das Ternas Pitagéricas para trés casos. Mais precisamente, provamos casos
de existéncia e inexisténcia de Ternas Pitagéricas de termos envolvendo as Progressoes
Aritméticas, as Progressoes Geométricas e a Sequéncia de Fibonacci. Mostramos que,
no caso das Progressoes Aritméticas, as unicas Ternas Pitagéricas sao geradas por uma
famosa tripla. No caso das PGs e da Sequéncia de Fibonacci, provamos a inexisténcia de
Ternas Pitagoricas de inteiros positivos, mesmo quando os termos nao sao consecutivos.
Até onde vai o nosso conhecimento, as respostas para os problemas aqui estabelecidos
no caso das PGs e da Sequéncia de Fibonacci sao inéditas. O trabalho é consequéncia
dos estudos de uma dissertagao de mestrado profissional (PROFMAT-UFRPE), na qual
apresentamos alguns resultados cldssicos sobre sequéncias numéricas e suas aplicagoes.

Palavras-chave: Ternas Pitagoricas; Progressao Aritmética; Progressao
Geométrica; Sequéncia de Fibonacci; PROFMAT.

Abstract

Using an interdisciplinary approach, we present solutions within the class of Pytha-
gorean triples problems for three cases. More precisely, we prove cases of existence
and non-existence of Pythagorean triples involving Arithmetic Progressions, Geometric
Progressions, and the Fibonacci Sequence. We show that, in the case of Arithmetic
Progressions, the only Pythagorean triples are generated by a famous triple. In the
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case of GPs and the Fibonacci Sequence, we prove the non-existence of Pythagorean
triples of positive integers, even when the terms are not consecutive. To the best of our
knowledge, the answers to the problems established here for the GPs and the Fibonacci
Sequence are original. This work is a consequence of the studies from a professional
master’s dissertation (PROFMAT-UFRPE), in which we present some classical results
on numerical sequences and their applications.

Keywords: Pythagorean Triples; Arithmetic Progression; Geometric Progression; Fi-
bonacci Sequence; PROFMAT.

1 Introducao

Durante nossa vida escolar, no Ensino Bésico, nos deparamos com situacoes que en-
volvem o conteudo Triangulos Retangulos e o Teorema de Pitadgoras. Porém, o conceito
das Ternas Pitagoricas raramente é abordado no curriculo. Quando este tema aparece,
estd vinculado aos treinamentos olimpicos nacionais, como nos projetos Polos Olimpicos
de Treinamento Intensivo (POTI) e no Programa de Iniciagao Cientifica voltado para
a OBMEP (PIC-OBMEP).

Durante a resolugao de problemas envolvendo esses contetidos, ¢ comum aparecerem
triangulos retangulos com lados 3, 4 e 5; ou 5, 12 e 13; ou triangulos semelhantes a
estes (como o triangulo com lados 6, 8 e 10, semelhante ao primeiro).

Uma Terna Pitagérica é uma tripla de nimeros inteiros positivos (a, b, c) em que
vale a relacao pitagérica:

a’ +b* =2 (1.1)

O problema das Ternas Pitagoricas consiste em determinar todas as triplas de intei-
ros positivos que satisfacam (1.1). Este é um problema famoso da classe das Equagoes
Diofantinas Nao Lineares. Recomendamos a leitura de [24] que trata da solubilidade
de problemas de Equagoes Diofantinas Lineares e [21] para uma abordagem olimpica
voltada para os casos nao lineares. Na verdade, basta encontrar as solucoes em que a,
b e c sejam inteiros coprimos. E bem conhecido que a parametrizacao (1.2) gera todas
as solugoes.

a=m?—n? b=2mn e c=m?+n? (1.2)
em que m e n e sao inteiros positivos com m > n.

A procura por padroes esta presente em varias pesquisas matematicas. Para moti-
var o estudo de sequéncias numéricas no Ensino Béasico, destacamos a busca de padroes
numéricos. As Progressoes Aritméticas (PA), como as sequéncias dos niimeros pares,
impares, formadas pelos niimeros naturais consecutivos ou mesmo por multiplos de um
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determinado inteiro, e as Progressoes Geométricas (PG), como as sequéncias forma-
das por poténcias inteiras de um determinado ntimero, compoem parte do curriculo
comum no Ensino Basico. Nessa situacao, estamos interessados na relacao recorrente,
em questoes de posicao, interpolagao, soma ou produtos de termos.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) enfatiza a importancia da integragao
entre conteudos distintos, pois enriquece o aprendizado do aluno e ajuda no desen-
volvimento de “competéncias para compreender o mundo, relacionar informagoes, re-
presentar e solucionar problemas de varias naturezas” (BNCC, 2018, p. 350). Geral-
mente, os conteudos de triangulos retangulos e sequéncias sao apresentados de forma
separada no curriculo de Matematica, e poucas ou quase nenhuma vez ha integragao
entre esses conteudos. O estudo de triangulos retangulos é parte essencial do programa
de Geometria, focando principalmente nas propriedades, no Teorema de Pitagoras, e
nas aplicagoes praticas, tanto na Matematica quanto nas outras areas como Fisica e
Engenharia. Ja as Sequéncias Numéricas sao abordadas no contexto das Progressoes
Aritméticas e Geométricas, com énfase em encontrar padroes, deduzir e utilizar formulas.
Nosso intuito é explorar a matematica de modo a integrar os dois temas citados como
forma de incentivar os alunos aprofundarem seus conhecimentos matematicos em “con-
textos significativos de aprendizagem” (BNCC, 2018, p. 350).

Durante uma das disciplinas do Programa de Pés-Graduagao de Matemdtica em
Rede Nacional (PROFMAT) da Universidade Federal Rural de Pernambuco (UFRPE),
surgiu um interessante questionamento relacionando conceitos que aparecem em mo-
mentos distintos no curriculo do Ensino Basico: o das Ternas Pitagoricas e o das
Sequeéncias Numéricas. O questionamento foi sobre a existéncia de Ternas Pitagéricas
como termos consecutivos de sequéncias conhecidas. Em [20], um dos livros adotados
no programa, ha o desenvolvimento do conteiido de ternas, e um dos problemas contém:
”Encontre todas as triplas de nimeros (a,b,c) tais que a*, b? e ¢* estio em progressio
aritmética.” (Exemplo 5.4., p. 165). Ainda na referéncia [20], ha outros problemas
dessa natureza; nas paginas 170-173, Secao 5.5, ha uma secao inteira destinada a pro-
cura de triangulos com lados inteiros cujos angulos estao em Progressao Aritmética. Em
[18], hd um outro questionamento interessante que determina quais sdo todos os pontos
racionais sobre uma determinada circunferéncia (Teorema 4.3, p. 136), analisando um
comportamento regular. O questionamento foi reformulado para determinar se seria
possivel encontrar Ternas Pitagoricas em Sequéncias Numéricas que possuem determi-
nadas regularidades. Além dos problemas acima, encontramos outras referéncias que
trabalharam especificamente com essa problemética. Em [6], hd o desenvolvimento
das respostas no caso de ternas de termos consecutivos de Progressoes Aritméticas,
provando, assim como nds faremos, que elas sao geradas pela famosa (3,4,5). Ainda
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sobre PAs, em [16] hd uma investigagao de conjuntos de quatro Razoes Pitagéricas’

em Progressao Aritmética, revelando suas relagoes com Progressoes Aritméticas de trés
e de cinco termos. Ao final do trabalho, eles identificam a existéncia de uma familia
infinita de Razoes Pitagéricas em Progressao Aritmética. No caso da Sequéncia de Fi-
bonacci, encontramos diversos artigos que tentam encontrar identidades de ternas para
combinagoes de termos de Fibonacci, como [1, 3, 13] e as referéncias contidas em cada
trabalho. Por fim, nao encontramos um desenvolvimento de resultado sistematico para
o caso das PGs; apenas encontramos uma discussdo em um férum (veja [23]), a qual
nao estabelece um resultado para o problema. Ressaltamos que a busca por padroes
em sequencias, sejam de resultados novos ou de generalizacoes de resultados conheci-
dos, mas com modificacoes na sequéncia escolhida, é um tema recorrente em artigos
da prépria Revista Sergipana de Matematica e Educacao Matematica. Recomendamos
a leitura de [8, 25, 28, 31, 32] para trabalhos na mesma linha deste. Recomendamos
também as dissertagoes de PROFMAT [2, 7, 9, 10, 11, 14, 15, 22, 26, 27] que percorrem
todos os temas propostos neste artigo.

A partir das discussoes subsequentes, surgiu este artigo. Mais precisamente, este
trabalho é uma compilacao de parte das respostas que descobrimos na investigacao deste
problema e compdem parte da dissertacdo de mestrado em andamento [4]. O objetivo
deste trabalho é explorar padroes e relacoes entre os temas que compoem o titulo do
mesmo. Até onde sabemos, as respostas que propomos aos questionamentos aqui pre-
sentes sao inéditas. Esperamos também que este trabalho inspire e incentive discentes
e docentes do programa PROFMAT a compartilharem seus estudos e suas pesquisas,
enriquecendo as discussoes em temas relativos ao Ensino Bésico, cuja socializacao pode
trazer grandes melhorias no ensino e aprendizado de Matemaética.

Assumiremos estabelecidos os principais conceitos e resultados dos conteudos das
Ternas Pitagoricas e das sequéncias numéricas PA, PG e da Sequéncia de Fibonacci.
Dessa forma o trabalho estd organizado da seguinte maneira: Na Secao 2 apresenta-
mos os resultados principais do trabalho, comecando pelo caso de Ternas Pitagéricas e
Progressoes Aritmética, que foi estabelecido em [6], e que expandimos como forma de
apresentar o problema. Em seguida, consideramos os casos inéditos com Progressoes
Geométricas e da Sequéncia de Fibonacci, estudando casos de termos consecutivos ou
nao consecutivos. Finalizamos o trabalho na Secao 3 com as consideracoes finais, se-
guido de algumas referéncias que encontramos no tema.

a?-b?
2ab

1Uma Razdo Pitagérica denotada por a, b é definida pela razio
retangulo com medidas de lados racionais.

entre os lados de um tridngulo
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2 Resultados Principais

A partir da perspectiva de problemas descritos na introdugao, buscaremos determinar
a existéncia de Ternas Pitagdricas associadas a PAs, PGs e da Sequéncia de Fibonacci.

2.1 Ternas Pitagoricas e PAs

Apesar desse resultado jé ter sido estabelecido em [6], descreveremos a nossa solugao
uma vez que o encaminhamento da solu¢ao nos dard um suporte nos demais casos.

Defini¢ao 2.1. Uma PA € uma sequéncia (a,)nen que respeita a sequinte recorréncia
de primeira ordem nao homogénea

Ap — Qp—1 =T,
para todo n > 2. A constante r € R € dita a razao da PA.

Perceba que as ternas apresentadas na introducao (3,4,5) e (6,8,10) podem ser
vistas como termos de PAs, a primeira como a da sequéncia formada pelos niimeros
inteiros e a segunda, como termos da sequéncia de ntiimeros pares. Veremos que isso
nao é uma coincidéncia.

Proposicao 2.2 ([6]). Hd uma tunica familia de Ternas Pitagdricas (a,b,c) que sao
termos consecutivos de uma PA. Esta € formada pelas triplas da forma (3n,4n,5n)
comn € N.

Demonstracao. Trés termos consecutivos de uma PA sao do tipoa—r, a e a+r. Como
sao lados de um triangulo, 0 < r < a. Para o triangulo ser retangulo

(a+7)?=a*+(a—71)?

donde obtém-se a = 4r. Os lados do triangulo retangulo em PA sao da forma 3r = 4r—r,
4r e br = 4r + r; ou seja, o triangulo é semelhante ao triangulo retangulo de lados 3, 4
e 5. Resumindo, se uma Terna Pitagoérica é formada por termos consecutivos de uma
PA, entao ela é um multiplo inteiro de (3,4, 5). ]

Mostramos assim que a tripla (3,4,5) tem de fato uma particularidade importante
nas Ternas Pitagoricas. Ela é uma Terna Pitagérica Primitiva e gera todas as Ternas
Pitagdricas cujos termos estao em PA; estes sao da forma (3n,4n,5n) com n € N.
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2.2 Ternas e PGs
A partir daqui, até onde sabemos, os resultados estabelecidos sao inéditos.

Definigao 2.3. Uma PG é uma sequéncia (a,)nen que respeita a sequinte recorréncia
de primeira ordem nao homogénea

Ap = qQp—1,
para todo n > 2. A constante ¢ € R € dita a razao da PG.

Proposicao 2.4 (Autores). Ndo hd nenhuma Progressio Geométrica da qual podemos
extrair trés termos consecutivos de modo a obtermos uma Terna Pitagorica.

Demonstracao. Trés termos consecutivos de uma PG sio do tipo b, bq e bg?. Como sao
lados de um triangulo, devemos ter b > 0 e, sem perda de generalidade, podemos supor
g > 1, ou seja, bg? é a hipotenusa. Como o triangulo é retangulo, vale

(bg®)* = (bg)* + b*,

donde concluimos que

,» 16
¢=—g

~ . o, ~ o 1+/5
Como estamos procurando solugdes reais positivas (¢ > 0), entao ¢ = /5= ¢ Q.
Se um triangulo retangulo tem os lados como termos consecutivos de uma PG, entao

ele é semelhante ao triangulo de lados %5 (hipotenusa), 1/ 1+T‘@ (cateto maior) e

1 (cateto menor). Note que os tridngulos descritos no pardgrafo anterior nao geram

Ternas Pitagdricas, pois nao existe A > 0 real tal que A\, A %5 e )\%5 sejam todos

inteiros. O

Observacao 2.5. Diferente do caso das PAs, o caso das PGs nos dd uma inexisténcia de
solugoes de ternas em inteiros positivos. Um fato interessante é que as ternas solugoes
possuem uma relagao direta com o nimero de ouro, definido por ¢ = 1+T*/5

Observacao 2.6. Uma observacao importante é que, no caso das PGs, independente da
escolha de A\, nao é possivel obter ternas com regularidade de termos racionais. Na
melhor situagao, temos dois lados com medidas irracionais e um dos lados com medida
racional.

Observagao 2.7. Perceba que todos os triangulos deverao ser semelhantes ao triangulo
com medidas dos catetos iguais a 1, |/ e hipotenusa igual a ¢, que é um triangulo
famoso na Geometria, conhecido como Triangulo de Kepler (veja [30]).
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Diante da inexisténcia do caso anterior, um novo questionamento surge: sera que
este é um problema de ordenac@o ou é sobre a natureza (caracteristica intrinseca) da
sequéncia? Ou seja, serd que podemos considerar uma outra ordenacao nos termos da
PG e agora sim obter uma terna? FEsse questionamento estda formulado na proxima
proposicao. Antes, precisaremos de dois lemas:

Lema 2.8 (Teorema das Raizes Racionais, [17]). Considere o sequinte polindmio
() = apa" + ap 12"+ L+ ayx + ag,

em que a; € Z. Se ag # 0 e a, # 0, entao toda solu¢ao racional x de p,(x) quando

escrita como uma fragdo irredutivel, ou seja, v = ¢ com mdc(a,b) = 1, satisfaz:

e a ¢ um fator inteiro do termo constante ag;

e b ¢ um fator inteiro do coeficiente a,,.

Observagao 2.9. O Teorema das Raizes Racionais é um caso particular do Lema de
Gauss que trata sobre a fatoracao de polinémios. Além disso, o Teorema da Raizes
Inteiras é um caso particular do Lema 2.8 quando a, = 1.

Vamos enunciar e provar uma proposicao que usaremos para generalizar a Pro-
posicao 2.4

Lema 2.10 (Autores). Sobre as raizes da Equagdo (2.1),
=2 —=1=0 (n>m>1). (2.1)
temos:
(i) A Equagdo (2.1) nao tem raiz racional;
(ii) Se a > 0 € raiz da Equagao (2.1) entdo o > 1;
(iii) A Equagao (2.1) tem uma raiz real positiva no intervalo (1,2);
(iv) A FEquacao (2.1) tem apenas wma raiz real positiva.

Demonstracao. Seja py () = 2" — 2™ — 1, com n > m > 1. Provaremos primeiro
o item (i). Observe que, em virtude do Lema 2.8, as tinicas possiveis raizes racionais
da Equacgao (2.1) sao £1. Substituindo, concluimos que nao sao raizes: 1" — 1™ — 1 =
—1#0e(—=1)"—(—1)"—=1 # 0. Portanto, a equagao 2™ — 2™ — 1 = 0 ndo tem solugao
racional.
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Para demonstrar o item (ii), se p, (@) =0 entdo o™ = o™ +1 > o™, logo a > 1.
Agora, considerando o caso (iii), como n > m > 1, temos

2" > gmHl —gm 4 gm 5 om 4 1
assim py, ,»(2) > 0. Por outro lado,
pn,m(1> =1"-1"-1=-1<0.

O Teorema do Valor Intermedidrio (que pode ser encontrado em [29]) garante que a
funcao p, () tem uma raiz real positiva no intervalo aberto (1,2).

Por fim, considerando o caso (iv),

Pom(z) =2" —2™ —1=am(z""™ —-1) — 1,
sabemos que para k > 1 a funcdo hy(z) = 2F é crescente no intervalo [0, +00), em
particular ¥ > 1 se > 1. Como o produto de funcoes crescente positivas é crescente,
concluimos que a fungao =™ (2"~ — 1) é crescente no intervalo [1,+00), entao py, , ¢
crescente neste mesmo intervalo. Logo, unindo essa informacao ao fato de que p,,,, é
negativa em —1 e positiva em 2, concluimos que p,, ,,, admite somente uma solucao no
intervalo [1,400), a qual pertence ao intervalo (1,2). Por tltimo, basta usar o item (ii)
para concluir a prova de (iv). O

Proposicao 2.11 (Autores). Nao hd nenhuma Progressio Geométrica da qual podemos
extrair trés termos de modo a obtermos uma Terna Pitagorica, mesmo que os termos
nao sejam consecutivos. De forma mais geral, se num triangulo retangulo os lados sao
termos de uma PG, ndo necessariamente termos consecutivos, entao dois dos lados sao
A clonaLs.

Demonstracao. Trés termos de uma PG sao do tipo bg", bg™ e b. Como sao lados de um
triangulo, com o primeiro termo sendo a hipotenusa, temos b > 0, ¢ > 1, n > m > 1.
Podemos trocar o triangulo por um triangulo semelhante dividindo os lados por b: ¢,
q¢™ e 1. Usando a informacao de que o triangulo é retangulo, temos:

q2n — q2m + 1’

assim, se fizermos z = ¢?, temos que 2" — 2™ — 1 = 0. Em virtude do Lema 2.10,
sabemos que a equacao x™ — 2™ — 1 = 0 nao tem raiz racional. Suponha agora que
a € R—Q, a > 0 seja uma raiz da equagao. Temos a > 1, logo ¢ = y/a > 1. O
triangulo retangulo de lados 1 (menor cateto), ¢™ = o2 (maior cateto) e ¢" = o"/?
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(hipotenusa), tem seus lados como termos de uma PG e gera todos os triangulos com
lados em PG, nesta sequéncia de ordem numa PG.
Seja 8 = a™, temos que BV = B+ 1, assim " — (8 +1)™ = 0, logo B é uma raiz
positiva da equagao:
= (x+1)"=0 (2.2)

Em virtude do Lema 2.8, sabemos que a Equagao (2.2) nao tem raiz racional, pois
as Unicas possiveis raizes racionais da equacao sao +1; substituindo, concluimos que
nao sao rafzes: 1" — 2™ £ 0 e (—1)" — 0™ # 0. Desta forma concluimos que § = o™ é
irracional. Como a™ = a™ + 1 temos que a” também é irracional.

Observe que para um triangulo retangulo ter dois de seus lados com comprimentos
racionais, entao pelo menos um razao trigonométrica tera que ser racional. Conside-
rando # o angulo oposto ao maior cateto, temos:

cos () = a™?, sen(f) =a™? e tan(f) = a"™/2 (2.3)
Acabamos de provar que a”,a™ € R — Q, logo cos (6) = v/a™ e sen(f) = v/a™ sao
nimeros irracionais.  Temos também o™ = 1 + (™)' € R — Q, donde

tan (0) = a2 ¢ R — Q.
Concluindo que, pelo menos, dois dos lados do triangulo sao irracionais, em parti-
cular, nao é possivel extrair uma Terna Pitagérica deste triangulo retangulo. O]

Observacao 2.12. E interessante notar que, no caso das PGs, ha uma inexisténcia de
Ternas Pitagoéricas de inteiros positivos, independente da ordenacao, de fato o Lema
2.10 e a Proposicao 2.11 garantem a existéncia de triangulos retangulos com lados
termos de uma PG, mas no maximo eles tém um unico lado com medida racional.
Por outro lado, a procura de ternas em PAs, independentemente da ordenacao, é um
questionamento cuja resposta é elementar, uma vez que toda Terna Pitagdrica pode
ser vista como termos, nao necessariamente consecutivos, da PA dos ntimeros naturais
positivos (n),en-

2.3 Ternas e a Sequéncia de Fibonacci

Definicao 2.13. A Sequéncia de Fibonacci (cldssica) é uma sequéncia (an)n>o0 que
respeita a sequinte recorréncia de sequnda ordem

Ap = Qp_1 + Ap—2,

para todo n > 2, com condigoes iniciais ag =0 e a; = 1.
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Proposicao 2.14 (Autores). Na Sequéncia de Fibonacci nao hd Ternas Pitagoricas de
termos sucessivos.

Demonstracao. Em geral, trés termos consecutivos da Sequéncia de Fibonacci podem
ser representados por a, b e a+b. E facil provar que nao existem tres termos consecutivos
que sao Ternas Pitagéricas, pois (a +b)? = a® + b? implica que a-b = 0, a Sequéncia de
Fibonacci sé tem nulo o termo ag, logo s6 a terna (0,1, 1) tem a propriedade desejada,
sO que nao forma uma Terna Pitagérica, nao sao lados de um triangulo retangulo.

]

Analogamente ao caso das PGs, podemos nos questionar se ha ternas quando os
termos nao sao necessariamente sucessivos. Nessa situagao, temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.15 (Autores). Na Sequéncia de Fibonacci, nao hd Triplas Pitagoricas
de termos, mesmo que nao sejam Sucessivos.

Demonstracao. Ja sabemos a impossibilidade para termos consecutivos. Vamos escre-
ver os trés termos de forma diferente, olhando para a Sequéncia de Fibonacci comegando
de um dado termo, no nosso caso a;.

Fazendo a = a; e b = a;_1, assim temos a; = a, a;»1 = a; + a;_1 = a + b,
Giro =011 +a;=a+b+a=2a+0b, a;13=0a2+0a11=2a+b+a+b=3a+2b,¢é
facil provar por inducao que: a;1, = a,y16 + a,b. Vamos considerar entao trés termos
em ordem crescente, nao consecutivos, na forma: a, (a,,+1a+ a,b) e (a,41a+ a,b), com
a>lel<m<n.

Suponha por absurdo que a tripla descrita acima é uma Terna Pitagdrica:

(ans1a + anb)? = (amyia + amb)® + a?,
que por reorganizacao nos da:
(a2, — a1 — 1)a* + (a2 — a2)b* + 2(ans1an — Qmy1am)ab = 0. (2.4)

A Sequéncia de Fibonacci (aj);?‘;o ¢ monodtona nao-decrescente, ou seja, se 0 < i < j
entao a; < a;, na verdade temos ¢ < j e j # 2, assim a; < a;. Desta forma, a segunda
e terceira parcelas da Equagao (2.4) sdo nao negativas:

(a2 —a2)b> >0 e 2(Any1an — Qpmi1Gm)ab > 0.

Como a1 € apyq sa0 inteiros positivos e a1 < Gpy1, €ntao apmer + 1 < apag.
Segue que
2 2
U1+ 2001+ 1 < a, .,
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como m > 1 entao m + 1 > 2, consequentemente a,,11 > as = 1, logo afnﬂ +3 < aiH,
assim temos a2, —a2, ;—1 > 2, provando que (a;_;—a2, ;—1)a® > 0, uma contradicao,
uma vez que pela Equagao (2.4) a soma dos trés termos positivos tem resultado igual

a zero. Isso demonstra a impossibilidade da terna ser Pitagoérica. O]

Observagao 2.16. Somos tentados a generalizar, ampliar a definicao da Sequéncia de
Fibonacci considerando termos iniciais quaisquer, na esperanca de obter um resultado
diferente. Trocando os dados iniciais Sy = b, 81 = a com a,b € R. Neste caso, é facil
exibir um contraexemplo: faga a = 3 e b = —2, listando alguns termos: [y = —2,
b1 =3,0=1,03=4, B4 =5, 5 =9 e g = 14. Encontramos uma Terna Pitagérica
(61, Ps, B1) = (3,4,5), simplesmente a mais famosa Terna Pitagérica, exibindo assim
um resultado positivo de existéncia. Porém, considerando a e b positivos, uma pequena
alteracao na demonstracao apresentada prova a inexisténcia de trés termos que sejam
lados de um triangulo retangulo.

3 Consideracoes Finais

Acreditamos que a busca por respostas para questionamentos iniciados durante uma
pratica docente levou a investigagoes interessantes e com respostas inéditas. Responde-
mos ao questionamento de buscar Ternas Pitagéricas, mesmo considerando o caso mais
geral de lados de um triangulo retangulo nos conjuntos Q ou R — @Q, considerando-as
como termos consecutivos ou nao e pertencentes a uma Progressao Aritmética, Pro-
gressao Geométrica e da Sequéncia de Fibonacci. Apresentamos a solugao no caso das
PAs, que ja havia sido estabelecida, porém, para o caso das PGs e da Sequéncia de
Fibonacci, as solugoes e os questionamentos apresentados sao inéditos. Para o caso
das PGs, provamos a inexisténcia de solugoes em ntimeros racionais, o que mostra a
impossibilidade de Ternas Pitagoricas considerando o problema original. Porém, ao
considerarmos numeros reais, vimos que essas triplas sao relacionadas com o Triangulo
de Kepler. Respondemos também o caso para termos nao consecutivos de uma PG.
Considerando agora o caso da Sequéncia de Fibonacci, provamos a inexisténcia de ter-
nas, mesmo considerando termos nao consecutivos. Encontramos a Terna Pitagérica
(3,4,5) como termos nao consecutivos de uma Sequéncia de Fibonacci generalizada. As
resolugoes para os problemas proporcionam um melhor entendimento sobre as relagoes
entre os contetidos de Ternas Pitagéricas e as Sequéncias Numéricas, além de agregar
temas adjacentes. Além disso, as perguntas fomentam diversos outros questionamen-
tos dentro da mesma classe de problemas, por exemplo, modificando a sequéncia ou
modificando a equacao. Assim, a presente investigacao nao é exaustiva, uma vez que

ReviSeM, Ano 2024, N°. 4, 101-115 111



h& diversas outras sequéncias famosas que podem ser analisadas por essa perspectiva e
inimeras equagoes a serem consideradas, dando bons problemas a serem investigados.
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