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Resumo

O aumento da utilizacao de vigas em escalas micro e nano motivou o desenvolvimento
de teorias capazes de incorporar os efeitos de escala, uma vez que a teoria cldssica revela
limitagoes na sua capacidade de modelar com precisao os fendmenos dependentes do
tamanho. O presente estudo aborda essa lacuna ao empregar a teoria de vigas de
Timoshenko aplicada a teoria da elasticidade com gradiente de deformacao na analise
de vigas sob diferentes condigoes de vinculagao: simplesmente apoiada, duplamente
engastada, engastada e apoiada, engastada e livre. Para a formulacao do problema
foi utilizado o Método de Ritz. Os resultados obtidos foram comparados com aqueles
derivados da mecanica do continuo classica e outros disponiveis na literatura.

Palavras-chaves: efeito de escala, teoria de viga de Timoshenko, gradiente de
deformacao.

Abstract

The increase in the utilization of beams at micro and nano scales has stimulated the
development of theories capable of incorporating scale effects, given that classical the-
ory reveals limitations in its precision to model size-dependent phenomena accurately.
This current study addresses this gap by employing Timoshenko beam theory applied
to the theory of elasticity with gradient deformation in analyzing beams under vari-
ous boundary conditions: simply supported, doubly clamped, clamped and supported,
clamped-free. The problem formulation employed the Ritz Method. The results were
compared with those derived from classical continuum mechanics and others available
in the literature.

Keywords: scale effect, Timoshenko beam theory, strain gradient.
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1 Introducao

Avancos significativos nas areas da engenharia civil, mecanica e eletronica tém im-
pulsionado o desenvolvimento de dispositivos em escalas micro e nano. No que con-
cerne a microestrutura, esta abrange todos os materiais relevantes para a engenharia,
desde metais até solos granulares e argilosos [1]. No entanto, a relevancia do estudo
da microestrutura dos materiais vai além das engenharias. Por exemplo, no campo
da biomecanica, compreender a estrutura microscopica de ossos esponjosos a partir de
estruturas modeladas como microvigas ¢ essencial para entender as causas e o desen-
volvimento de problemas tais como dor lombar e artrite [2].

Vérias estruturas biomecanicas, compoésitos ou dispositivos eletronicos, que se as-
semelham a reticulados, com espessuras préximas a ordem do micrometro, podem ser
modelados como vigas para obter seus campos de tensao e deformagao, utilizando teorias
mecanicas apropriadas. A teoria mecanica classica, embora bastante difundida, falha
em interpretar fenomenos dependentes do tamanho devido a auséncia de parametros
de escala em sua formulagao teérica [3].

Mindlin, um dos pioneiros no campo da micromecanica, desenvolveu uma teoria
do continuo de alta ordem proporcionando avangos a teoria tensao-momento (couple
stress), que incorpora o gradiente de deformagao a formulacao teérica [4]. Essa teoria
¢ caracterizada pela presenca de dois parametros de escala em seu desenvolvimento,
permitindo a consideracao do efeito de escala em fendmenos micromecanicos. Em con-
sonancia com esses avangos, Yang et al. [5] deram continuidade aos estudos nessa area
e propuseram uma modificacao nessa teoria ao introduzir o conceito de elemento de
volume representativo.

A aplicacao da teoria do continuo de alta ordem com gradiente de deformacao tem
estimulado a investigacao dos tensores associados a essa abordagem, levando Lam et al.
[6] a apresentarem uma teoria do gradiente de deformagao que abrange trés parametros
de escala. Esses parametros sao responsaveis por caracterizar o tensor gradiente de
dilatacao, tensor gradiente de alongamento desviatorio e tensor gradiente de rotagao
simétrica. A abordagem mostrou-se eficaz e tem sido amplamente utilizada na resolucao
de problemas envolvendo microvigas sob carga.

A analise das vigas em microescala requer uma teoria de viga que consiga repre-
senté-las adequadamente, desta forma, Kong et al. [7] aplicaram a teoria de viga de
Euler-Bernoulli com base na teoria do gradiente de deformagao para resolver problemas
estaticos e dinamicos de vigas de forma analitica. No entanto, a cinematica de Euler-
Bernoulli realiza varias simplificagoes, que incluem o desprezo dos efeitos de Poisson na
viga e a hipdtese de pequenas deformagoes [8].

Timoshenko desenvolveu um modelo mais refinado em relacao ao de Euler-Bernoulli,
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ao introduzir uma variavel cinematica adicional: a rotagao devido a flexao, que permite
a consideracao dos efeitos cisalhantes nas seges transversais da estrutura [9]. Esse
avanco possibilita a obtencao das tensoes cisalhantes transversais por meio da lei de
Hooke e torna vidvel a modelagem de vigas espessas [10].

O presente estudo tem como objetivo realizar uma analise estatica de vigas em
microescala, aplicando a cinemdtica de Timoshenko e a teoria tensdo-momento (couple
stress) com modificagdes em sua representagao energética. Este trabalho tem como
foco a investigagao dos campos de deslocamento e rotagao em diferentes condigoes de
vinculagao por meio de método de Rayleigh-Ritz. Nao somente, pretende-se também
examinar os efeitos de Poisson na estrutura e sua relagao com a teoria tensao-momento,
visando obter valores extremos dos campos estudados e a captura do efeito de escala
em fenomenos micromecanicos.

2 Preliminares

2.1 Cinematica de Timoshenko

Considere uma viga de dominio €2, subespaco de R3, referenciada aos eixos cartesi-
anos ortogonais x; — xs — x3, conforme a Fig. 1la. O campo de deslocamento é expresso
de acordo com a Eq. (2.1):

a) b)

w,l(Il)

Figura 1: a) Viga de Timoshenko carregada, b) Viga de Timoshenko deformada
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Ul(.ThZEQ,CCg) = _x3¢(x1)7
Uz(ﬂflall?z,l'?,) =0, (2-1)

u3(x1, x2, v3) = w(wy),

em que ui, Us € uz representam os deslocamentos em x1, To e x3 respectivamente. A
deflexado da estrutura é denotada por w(xy).

Na Fig. 1b é apresentada a estrutura deformada, cuja rotacao de sua secao trans-
versal é dada por:

Y(x1) = wa(rr) — Br), (2.2)

onde 1(x1) representa a rotacao dos elementos de linha ao longo da linha neutra devido
exclusivamente a flexdo, e f(x;) a rotacdo dos elementos de linha tangentes a linha
neutra resultante da deformacao adicional de cisalhamento.

A notacao das derivadas parciais utilizada no presente trabalho é definida conforme
a Eq. (2.3):

]
D,i ::g 5
T
pee (2.3)
Ui = 55,
’ Ox?

7

de maneira que i € {1,2,3}, e o simbolo [J assume os valores de w ou .

2.2 Formulagao do Modelo

A energia de deformacao U de um material isotropico linear que ocupa uma regiao
Q) C R?, de volume V', é dada por [3]:

1 1 1 P
U= 3 / <Uz‘j5ij + pivi + n(jk)m(j,l + minij) dV, (2.4)
Q

em que o tensor deformacao, €;;, tensor gradiente de dilatacao, 7;, tensor gradiente de

(1)

alongamento desviatorio, 7, e o tensor gradiente de rotagao simétrica, xj;, constituem

as medidas de deformacao. As medidas de tensao sao constituidas pelo tensor tensao

L 1
classico, 05, e os tensores de alta ordem p;, Tz(]k) e mj;.

Nas Egs. (2.5)-(2.8) sao definidas as medidas de deformagao:

1
51‘]‘ = 5 (Ui,j + Ujﬂ‘) s (25)
Yi = Emm,is (26)
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(1)

Niin = Mk — = (OiiTmi + OikTmi & Okitlims) » (2.7)

ot =

s 1
Xij = g (€ipgCajp + €ipa€ain) » (2.8)

de modo que u; representa o vetor deslocamento, €, a deformacao de dilatagao, d;; o
delta de Kronecker, e e;;, o simbolo alternativo.

A parte simétrica do tensor gradiente de alongamento desviatorio, 17, € apresentada
na Eq. (2.9):

1
Mg = 3 (Ui + Ujki + ki) - (2.9)

Pode-se, ainda, reescrever o tensor gradiente de alongamento desviatorio de forma sim-
plificada, consoante [6]:

1
1
i =3 (Ejma + Ehiy + Eijir)

1
- 1055 (Emmk + 2€mim) + Ojk (Emm,i + 2€mim) (2.10)

‘l‘(S]% (Smm,j + 25mj,m)] .
A seguir, Egs. (2.11)—(2.14), sdo definidas as medidas de tensao:

= kdij€mm + 2/15”, (2.11)
pi = 205, (2.12)

1
z(]k) 2Ml17713k7 (213)
= QMZQijv (214)

onde k representa o modulo Volumetrlco, i o modulo de cisalhamento, Iy, 1 e Iy os
parametros independentes adicionais de escala de comprimento do material que estao
associados, respectivamente, com o gradiente de dilatagao, gradiente de alongamento
desviatério, e gradiente de rotacio simétrica. A deformacao desviatéria, €., é apresen-
tada na Eq. (2.15):

’Lj’

/

1
€:i = E€ii — —EmmOii- 2.15
J 3 J

v

Ao substituir as Eqgs. (2.5)-(2.15) na Eq. (2.4), pode-se explicitar a energia de
deformagao em termos dos parametros incognitas, de tal forma que esta passa a ser
reescrita como segue:

Ulw, ) :% /0 [l (W.01(21))° + ko (¥,0(21))” + K (w1 (1) + ¥ (1))
+ ka(—wa1(w1) + 201 (1)) + k(w1 (1) — ¥ (21))?] day.

(2.16)
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As constantes k1 a ks sdo apresentadas na Eq. (2.17):

2 8

4 4 1
(kla k27 k37 k47 k5) = (2‘[/"Ll(2] + SI/’LZ%7I <k + glu’) + QMAZSJZ/'LAZ27 15

uAlf,k‘suA> ,

(2.17)
onde [ representa o momento de inércia da secao transversal, A a drea da secdo trans-
versal e kg o fator de correcao de cisalhamento.

A energia potencial gerada por uma forga externa g(z) genérica que realiza trabalho
nesse campo ¢ definida por [3]:

Wi = ([ gleula)da + Vil [+ My ()] + Mie)l?)

(2.18)
em que V representa a forca de cisalhamento, M o momento cldssico e M; o momento
de alta ordem.

2.3 Meétodo de Ritz

O Método de Ritz sera desenvolvido tendo como fundamento o principio dos traba-
lhos virtuais, em que serao impostos campos aproximadores em um sistema em equili-
brio estatico. Deste modo, a variagao da energia total é nula, conforme as Eqs. (2.19)
e (2.20):

oI, W) AU (wy, 1y) N OW (W, ¥y

awj - awj (911)]- - 0’ (219)
OIIU W) _ OU(wn, thn) = OW (wy, ) _
T (2.20)

A partir das Egs. (2.16) e (2.18) sao tomada as derivadas parciais de cada energia
com relacao as varidveis w; e 1;, com j € N. O Método de Ritz aproxima a solucao das
equagoes diferenciais ao definir as fungoes de aproximagcao de w(x1) e ¥(x1) como ((x1)
e C[Z(a:l), respectivamente, para um somatorio de n = 1 a M termos. As variagoes da
energia de deformacao e potencial sao apresentadas nas Eqgs. (2.21) a (2.24):

OU (wy, Pn)

(9wj

M L | | |
- Z [/0 Wy (k3G (21)C 1 (@1) + KaCl 1y (21) G a1 (1) +hsCy (21)C 1 (1)) dy

n=1

(2.21)

ReviSeM, Ano 2024, N°. 2, 27-47 32



Rodrigues, J. R. S.; Rocha. F. C. da

[ (bl 00165 00) = G (200G 1) = sl )G ) dxl] C(222)

MWlonet) ([ gt +v Gl M a@ll), @29

@U}j

OU (w,, ¥n,)
o,

M L ' |
:Z {/O U (k111 (1) 11 (1) + koGl 1 (1) €y (1)

n=1

FRaCla(@0)C (1) + Akl (20)G a () + ksl (@) G (a1)) day

L
+/0 wh (k3¢ 1 (21) ¢ (1) = 2kaC), 1 (@1)C 11 (1) — KsC(21)C 1 (1)) dn |
(2.24)

aW(wny wn) J L
T = = (el (2.25)

O campo aproximador teve seu somatorio escrito de forma simplificada, conforme
expoe a Eq. (2.25):

M M M
(@), (@), (1)) o= <Z 5njCS(l‘1),Z%j(ﬁl(ﬂh),Z%‘Cﬂu(m)> :
n=1 n=1 n=1
(2.26)

onde o simbolo [] assume os valores de w ou ).

As Egs. (2.21) e (2.22) podem ser sintetizadas ao definir suas parcelas conforme
expoe a Eq. (2.26):

L . . .
B = / (ks (20) s (1) + a2 () €y (20) + By (0)C0 () dl,
L
k3, = / <’€3Cf;,11(fﬁ1)C$,1(5171) — 2k, |, (21)C) (1) — ksCZ,,l(fl)CZ@l)) dry, (2:27)
0

L X
F = /0 Q)G () day + V )|+ M ¢y ()]
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o que possibilita reescrever a Eq. (2.19) como sendo:
ki wn + k2,0, = Fj. (2.28)

As Egs. (2.23) e (2.24) também podem ser escritas de maneira simplificada ao
definir suas parcelas como mostra a Eq. (2.28):

B = / (kaCl,(0) oy (1) — 2haCy (22) s (1) — Kol )y (1)) s,

k3, = /OL (k1€ (@) Can (1) + kol (21) Gy (1) + kil (21) €y (1) +, (2.29)
ks G, 1 (20) L (1) + ks (1) (1)) day
F; = M, Ci,l(lfl)!g,
de maneira que se pode reescrever a Eq. (2.20) como:
kjnwn + k3,0, = Fj. (2.30)

Dispondo das Eqgs. (2.27) e (2.29) pode-se, finalmente, montar o algoritmo de re-
solugdo, a ser apresentado na Eq. (2.30):

k' k2 w F
|]€1 k2:|8jx8n{w}8n: {F}Bj. (231)

2.4 Funcgoes de forma

Para a formulacao do problema, cada vinculagao possui suas respectivas fungoes de
forma aproximadas por um campo exponencial. Na Fig. 2 sao apresentados desenhos
esquematicos das respectivas vinculagoes.

a) b)

»L

[
A
)

[+

Figura 2: a) viga simplesmente apoiada, b) viga duplamente engastada, ¢) viga engas-
tada e apoiada, d) viga engastada e livre
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2.4.1 Viga simplesmente apoiada

Para essa vinculacao, as condicoes de contorno sao:

Wy —o=wl,_p =0, wnl, g=wul, _, =0,%:l, o= ¥al,_, =0,  (2.32)
em que o campo aproximador que satisfaz as condigoes de contorno apresentadas na
Eq. (2.31) é dado por:

M
n( B %)
C -’El $1 5701 nEsy
n=1

x1=0

. (2.33)
2 nL? — 2,2 + L (v; — 2nzy)] e(ﬁ)
Qz) 1) Z nlL
n=1

2.4.2 Viga duplamente engastada

Para uma viga duplamente engastada, as condigoes de contorno sao dadas por:
W, o= wl,_p =0, wal, y=wil, =0, Yul, =vul,_, =0 (2.34)

de maneira que o campo aproximador que satisfaz as condigoes de contorno da Eq.
(2.33) é

x1=0

nlL

2.4.3 Viga engastada e apoiada

Para uma viga engastada na extremidade esquerda e apoiada na direita, as condigoes
de contorno sao:

w|x1:0 = w|$1:L = 07 w 1|{L’1 =0 =w 11|:E1 =L 0’ 77Z}711|:L'1:0 = w71|1'1:L = O’ (236)
em que as condigoes de contorno da Eq. (2.35) sdo supridas pelo campo aproximador
dado por:

o) =3 (L — ) i),

- (=) (2.37)
x1 [2nL? — 24 L (z1 — 3nxy
= S 2 L~ ) )
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2.4.4 Viga engastada e livre

Para uma viga engastada na extremidade esquerda e livre na direita, as condicoes
de contorno sao:

’w’xlzo = w,111|$1:L =0, w,l’m:() = w,11|x1:L =0, w,lllng = w,ﬂm:L =0, (2-38)

de tal forma que as condigoes de contorno da Eq. (2.37) s@o satisfeitas pelo seguinte
campo aproximador:

M xT
g(xl) — Zxﬂe(ﬁ)’

=t ) (2.39)
n M 1(2nL + 24 ()
@(ml):z:lx (2n an)e |

3 Resultados Principais

Os resultados foram obtidos mediante analise de uma viga fabricada com material
epoOxi, submetida a uma carga concentrada localizada no meio do vao. Este estudo
contemplou diferentes configuracoes de vinculacao, especificamente: viga simplesmente
apoiada, viga duplamente engastada, viga com engastamento em uma extremidade e
apoio na outra, viga engastada e livre.

Os dados de entrada relevantes para a resolucao do problema sao apresentados na
Tab. 1, compreendendo o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson do material
epoxi, o valor da carga concentrada, e o parametro de comprimento de escala. Este
ultimo sera empregado como um parametro para a variagao das dimensoes da estrutura.

Médulo, E (GPa) Poisson, v Carga, P (uN) Parametro de Escala, [ (um)
144 0,38 100 17,6

Tabela 1: Dados de entrada

As caracteristicas geométricas sao expostas na Tab. 2, incluindo informacoes so-
bre sua espessura, largura e comprimento. Notavelmente, as dimensoes da peca sao
expressas em funcao do parametro de comprimento de escala.
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Propriedades geométricas h=1 h=2l h=4l
Espessura, h (um) 176 35,2 70,4
Largura, b = 2h (um) 352 704 140,8
Comprimento, L = 20h (pm) 352,0 704,0 1408

Tabela 2: Propriedades geométricas

A partir das propriedades geométricas da viga e das propriedades mecanicas do
material, pode-se realizar a modelagem computacional da estrutura para todas as vin-
culagoes. A visualizacao e andlise dos dados foi auxiliada pelo software de cédigo aberto
ParaView, em que os resultados obtidos estao dispostos nas Figs. 2-8.

A Fig. 3a ilustra as deflexdes normalizadas ao longo do vao de uma viga simples-
mente apoiada. Nota-se a auséncia de pontos de inflexao, o que indica a existéncia de
momentos fletores positivos em todo o comprimento da estrutura. Ressalta-se, também,
que a maxima deflexao ocorre no meio do vao, onde é aplicada a carga concentrada. A
Fig. 3b representa as rotagoes ao longo do vao para essa mesma vinculacao. Pode-se
perceber que nas extremidades da viga a rotacao é livre, uma vez que os apoios permi-
tem a rotacao da peca. Além disso, é observavel que no ponto de aplicacao da carga
nao ha variacao angular.

A Fig. 4a apresenta as deflexoes normalizadas para uma viga submetida a condicao
de engastamento duplo. E possivel notar a presenca de dois pontos de inflexao localiza-
dos proximos as extremidades, os quais indicam a inversao do diagrama de momentos
fletores. A Fig. 4b traz as rotacoes que ocorrem ao longo do comprimento da viga sujeita
a essa mesma vinculacao. Evidencia-se a rotacao nula nas extremidades, em virtude
dos momentos fletores que sao gerados nos engastes, os quais impedem a rotagao da
estrutura nesses pontos. Nota-se também variacao angular nula no ponto de aplicagao
da carga.

A Fig. ba expoe as deflexoes normalizadas de uma viga que possui engaste no
extremo esquerdo e apoio no extremo direito. Nesta configuracao observa-se a presenca
de um unico ponto de inflexao, em virtude do engaste que proporciona a inversao do
diagrama de momentos fletores. A Fig. 5b exibe as rotacoes da estrutura sob essa
vinculacao. Nota-se um duplo comportamento deste campo: na extremidade onde
ocorre o engaste, a rotagao ¢ nula, enquanto que na extremidade onde héa apoio, a
rotacao ¢ permitida de forma livre.

A Fig. 6a encarrega-se de mostrar as deflexdes normalizadas de uma viga engastada
na extremidade esquerda e livre na outra. Para esta vinculagao nao ha nenhum ponto
de inflexao, o que indica a presenga de momentos fletores negativos somente, presentes
na regiao compreendida entre o ponto de aplicacao da carga e o engaste. No que
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Figura 3: a) deflexdes normalizadas ao longo do vao para viga SS, b) rotagoes ao
longo do vao para viga SS, ¢) efeito de Poisson na deflexdo maxima para viga SS, d)
efeito de Poisson na rotagdo méaxima para viga SS
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Figura 4: a) deflexdes normalizadas ao longo do vao para viga CC, b) rotagoes ao
longo do vao para viga CC, c) efeito de Poisson na deflexdo maxima para viga CC, d)
efeito de Poisson na rotagao méaxima para viga CC
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efeito de Poisson na rotagao maxima para viga CS
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Figura 6: a) deflexdes normalizadas ao longo do vao para viga CF, b) rotagoes ao
longo do vao para viga CF, ¢) efeito de Poisson na deflexdo méxima para viga CF, d)
efeito de Poisson na rotagao maxima para viga CF
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concerne as deflexoes, estas tornam-se mais significativas a medida que a distancia da
secao medida até o engaste aumenta. A Fig. 6b exibe as rotacoes da estrutura sob essa
configuracio. E observdvel que as rotacdes sao nulas no engaste e crescem até a seao
do meio do vao. Na regiao compreendida entre o meio do vao e a extremidade livre as
rotacoes se mantém constantes para o presente modelo, condizente com os principios
da estatica.

As Figs. 3c-d, 4c-d, 5c-d e 6¢-d ilustram as curvas de deflexGes maximas e rotacoes
maximas para coeficientes de Poisson que variam de 0 a 0,50. Ao analisa-las, percebe-se
que o modelo classico exibe valores que diminuem a medida que o coeficiente de Poisson
aumenta, sem apresentar extremos. Por outro lado, os modelos presente e couple stress,
que incorporam parametros de escala em sua teoria, demonstram deflexoes e rotagoes
que crescem gradualmente com o aumento do coeficiente de Poisson, até atingirem
pontos de valores extremos, para posteriormente declinar.

Para cada vinculacao, a partir das curvas de seus modelos, foram coletados os pontos
maximos de deflexao e rotagao, dispostos nas Tabs. 3 e 4, respectivamente. Pode-se
notar que os valores maximos de deflexao e rotagao para o modelo classico, em v = 0,
sao significativamente superiores aos obtidos pela formulacao microestrutural. Como o
modelo classico apresenta seus valores maximos para coeficiente de Poisson nulo, nao
ha influéncia do parametro de comprimento caracteristico.

Ademais, é possivel constatar, para as Figs. 3, 4, 5 e 6, que o modelo classico exibe
deflexoes e rotagoes significativamente maiores em comparacgao com os modelos presente
e couple stress. Essa disparidade pode ser atribuida a auséncia de parametros de escala
na teoria classica, o que a impede de capturar os efeitos de escala. Em contraste, para
vigas mais espessas, as deflexoes e rotacoes previstas pelo modelo classico tendem a
se aproximar dos valores obtidos pelos outros modelos, uma vez que os fenomenos do
tamanho se tornam menos proeminentes.

ReviSeM, Ano 2024, N°. 2, 27-47 42



Rodrigues, J. R. S.; Rocha. F. C. da

Vinculagao Modelo Variavel h=1 h=2I]
Presente v 0,39 0,29
w/h 0,0145 0,0107
. . Couple Stress v 0,29 0,18
Simplesmente apoiada (SS) w/h 0.0379 00239
Classico v 0,00 0,00
w/h 0,2244 0,0561
Presente v 0,39 0,29
w/h 0,0046 0,0029
Couple Stress v 0,32 0,18
Duplamente engastada (CC) w/h 0.0099 0,0061
Classico v 0,00 0,00
w/h 0,0569 0,0142
Presente v 0,39 0,29
w/h 0,0072 0,0049
. Couple Stress v 0,29 0,18
Engastada e apoiada (CS) w/h 0.0172 0,0107
Classico v 0,00 0,00
w/h 0,1008 0,0252
Presente v 0,39 0,29
w/h 0,0682 10,0525
. Couple Stress v 0,29 0,18
Engastada e livre (CF) w/h 01892 01193
Classico v 0,00 0,00
w/h 1,1234 0,2808

Tabela 3: Pontos extremos de deflexoes para todas as vinculagoes
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Vinculagao Modelo Variavel h=1 h =2l
Presente v 0,37 0,29
#(1073)  1,9513  1,5518
. . Couple Stress v 0,29 0,18
Simplesmente apoiada (SS) 6(10-%) 55940 35574
Classico v 0,00 0,00
#(1073) 33,6294  8,4070
Presente v 0,39 0,29
#(1073)  0,4939  0,3927
Couple Stress v 0,29 0,18
Duplamente engastada (CC) 6(10-%) 13904  0,8968
Classico v 0,00 0,00
#(1073) 85321  2,1328
Presente v 0,37 0,29
#(1073)  0,8079  0,6422
. Couple Stress v 0,29 0,18
Engastada e apoiada (CS) 6(10-3) 22027 14709
Classico v 0,00 0,00
#(1073) 13,9562  3,4887
Presente v 0,37 0,29
#(1073)  3,9383  3,1335
. Couple Stress v 0,29 0,18
Engastada e livre (CF) 6(10-3) 11,3756  7,1997
Classico v 0,00 0,00

$(107%) 67,9180 16,9796

Tabela 4: Pontos extremos de rotacoes para todas as vinculagoes

A Fig. Ta-d ilustra os deslocamentos axiais na viga para todas as vinculagoes,
enquanto que a Fig. 8a-d expoe os deslocamentos transversais. Ambos os campos de
estudo foram obtidos considerando h = [ para o presente modelo, que incorpora trés
parametros de escala a formulagao e apresenta resultados mais precisos para estruturas
em escala micro. As figuras apresentam curvas de nivel que ilustram o comportamento
dos deslocamentos em duas dimensoes: longitudinal e transversal. Enquanto que os
deslocamentos axiais sao nulos no eixo centroidal da viga, os deslocamentos transversais
sao nulos onde ha vinculacao, o que condiz com os principios da estatica.
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Figura 7: Deslocamentos axiais para viga a) simplesmente apoiada, b) duplamente

engastada, c¢) engastada e apoiada, d) engastada e livre
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Figura 8: Deslocamentos transversais para viga a) simplesmente apoiada, b)
duplamente engastada, c) engastada e apoiada, d) engastada e livre
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Pode-se observar também que, para ambos os campos de deslocamentos, a vin-
culacao engastada e apoiada apresenta deflexoes intermediarias se comparadas as con-
figuracoes de viga simplesmente apoiada e viga duplamente engastada. Isso porque o
engaste confere a estrutura uma rigidez adicional, tornando-a menos deslocavel. Nota-
se que a viga engastada e livre apresenta os maiores deslocamentos entre todas as
vinculagoes, ostentando valores significativos na regiao compreendida entre o ponto de
aplicacao da carga e a extremidade livre.

4 Conclusoes

O presente estudo, por meio da teoria de viga de Timoshenko, aplicada a teoria do
gradiente de deformacao, abordou a lacuna apresentada pela teoria classica em conside-
rar os efeitos dependentes do tamanho. Com efeito, a incorporacao dos parametros de
escala no desenvolvimento permitiu uma anélise abrangente desses efeitos nos campos
de estudo relacionados a deflexao e rotacao de vigas sob quatro diferentes configuragoes
de vinculagao: simplesmente apoiada, duplamente engastada, engastada e apoiada,
engastada e livre.

A valer, as deflexdes e rotagoes obtidas para cada tipo de vinculagao no presente
modelo foram comparadas com outros dois modelos presentes na literatura: classico
e couple stress. Observou-se que a disparidade entre as teorias se acentua considera-
velmente em vigas de proporgoes muito esbeltas, em que a espessura se aproxima do
parametro de comprimento caracteristico do material. Do contrario, a medida que a
espessura se afasta do referido parametro, os valores obtidos pelos diferentes modelos
tendem a se aproximar, seja na analise de deflexao ou rotagao, uma vez que os efeitos
dependentes do tamanho se tornam menos significativos.

Por fim, pode-se notar que os parametros de escala, presentes na teoria do gradiente
de deformacao, induzem a ocorréncia de efeitos de Poisson nao contemplados pela teoria
classica. Com efeito, tanto no modelo presente como no couple stress surgiram pontos
extremos nas curvas que descrevem as maximas deflexoes e rotacoes para valores de
Poisson variaveis, o que atesta a relagao de dependéncia entre esse coeficiente e o efeito
escala.
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