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Resumo

Neste artigo analisam-se as estratégias de resolucao de uma situag@o contraintuitiva por alunos do
ensino médio e extraem-se algumas implicagdes do uso desta tarefa para o ensino de
Probabilidades. A situa¢do contraintuitiva ¢ uma versdao mais simples do famoso problema
colocado por Chevalier de Mér¢ a Pascal, que trata da questdo da divisdo do prémio num jogo que
foi interrompido antes de ter terminado. Participaram no estudo 203 alunos do ensino médio que
responderam a um questionario com nove questoes de Probabilidades, entre a quais se incluia a
situacdo contraintuitiva objeto deste estudo. Em termos de resultados, salienta-se que os alunos
adotaram estratégias variadas, em que combinam argumentos analiticos com argumentos
intuitivos e em que esta muito presente a ideia de equidade, seja ao nivel das partidas do jogo ou
do jogo. Por outro lado, essa diversidade de estratégias e a mobilizagdo de aspetos analiticos e
intuitivos revelam o potencial da tarefa para a sua exploracdo em termos do ensino de
Probabilidades. Tal diversidade, ao favorecer o confronto, a discussdo e a partilha entre os alunos,
promove a constru¢ao de um conceito de probabilidade multifacetado e, em tltima instancia, bem
integrado na mente do aprendiz.

Palavras-chave: Probabilidades; Situacdo contraintuitiva; Estratégias de resolucio; Alunos do
ensino médio.

Abstract

In this article, strategies for solving a counterintuitive situation by high school students are
analysed and some implications of the use of this task in the teaching of Probability are extracted.
The counterintuitive situation is a simpler version of the famous problem posed by Chevalier de
Méré to Pascal, which deals with the issue of the division of the prize in a game that was
interrupted before it was finished. Two hundred and three high school students participated in the
study and answered a questionnaire with nine Probability questions, including the counterintuitive
situation that is the object of this study. In terms of results, it should be noted that students have
adopted varied strategies, in which they combine analytical arguments with intuitive arguments
and in which the idea of equity is very present, whether at the level of the game matches or the
game. On the other hand, this diversity of strategies and the mobilization of analytical and
intuitive aspects reveal the potential of the task for its exploration in terms of teaching
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Probability. Thus, such diversity, by favouring confrontation, discussion and sharing among
students, contributes to the construction of a multifaceted probability concept and, consequently,
well integrated in the learner's mind.

Keywords: Probability. Counterintuitive situation. Strategies of resolution. High school students.

INTRODUCAO

Desde o seu surgimento, no século XVII, tem-se constatado que a teoria das
Probabilidades constitui uma area cientifica especialmente propensa para o surgimento de
situacdes contraintuitivas € mesmo paradoxais. Sao muitos e variados os exemplos de tais
situacdes, que podem ser consultados em diferentes publicacdes (e.g., BATANERO;
CONTRERAS; CANADAS; GEA, 2012; BATANERO; SANCHEZ, 2005; FALK, 1986;
TVERSKY; KAHNEMAN, 1982).

Para alguns autores, as situagdes contraintuitivas, que veiculam falacias e
conclusdes paradoxais (FALK; KONOLD, 1992), sao mais frequente em Probabilidades
do que em outras areas da matematica, o que se explica pelo facto de se tratar de uma
area cientifica relativamente recente, com apenas cerca de quatro séculos de existéncia.
Segundo Batanero (2005), muito embora o conceito de probabilidade tenha sido
definitivamente estabelecido por Kolmogorov, em 1933, ele continua a assumir uma
natureza multifacetada, contribuindo os seus varios significados (intuitivo, cléssico,
frequencista, subjetivo e estrutural) para aumentar as dificuldades na sua aquisi¢ao.

Ao mesmo tempo, atualmente, um pouco por todo o mundo, assiste-se ao
desenvolvimento do ensino das Probabilidades na escola, com maior incidéncia nos
primeiros anos de escolaridade. Ora, ¢ provavel que as dificuldades enfrentadas pelas
pessoas, inclusive por aquelas com uma razoavel formac¢do em Probabilidades, se
repercutam na aprendizagem dos alunos na escola.

Portanto, no contexto do ensino, interessa conhecer a forma como os alunos
reagem as situagdes contraintuitivas e avaliar o seu valor educacional, pois omitir tais
situacdes ndo implica que as dificuldades dos alunos desaparecam (FERNANDES, 1990).
Especificamente, no presente estudo, confrontam-se alunos do ensino médio brasileiro
com uma situagdo contraintuitiva e analisam-se as suas respostas, mais precisamente
estudam-se as estratégias por eles adotadas ao resolverem a situacdo problemadtica do

“jogo interrompido”.
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Nas secgdes subsequentes do artigo trata-se o enquadramento teorico, focado nas
intuigdes e situacdes contraintuitivas de Probabilidades e na aprendizagem através de
situacdes contraintuitivas, seguindo-se a referéncia ao método usado no estudo, a
exploracdo propriamente dita da situagcdo contraintuitiva e a andlise das estratégias
adotadas pelos alunos e, por ultimo, apresentam-se as principais conclusdes do estudo e

extraem-se algumas implica¢des para o ensino de Probabilidades.

INTUICOES E SITUACOES CONTRAINTUITIVAS DE PROBABILIDADES
Para Fischbein (1987), as intui¢cdes fazem parte integrante da atividade regular de

pensamento de qualquer pessoa, significando que

durante um processo de raciocinio, temos de acreditar — pelo menos
temporariamente (mas absolutamente) — nas nossas representagdes,
interpretacdes ou solugdes momentaneas, de outro modo o nosso fluxo de
pensamentos paralisaria. E a este tipo de crenga que chamamos intuigio.
Crengas cognitivas, elaboradas e confirmadas repetidamente pela pratica,
podem adquirir um caracter axiomatico. (p. 28)

Ainda, segundo Fischbein (1987, 1990), as intuiti¢des tém certas caracteristicas
gerais que as distinguem de outros tipos de cognicdes, designadamente: (1) a
autoevidéncia, significa que as intui¢cdes sdo autoconsistentes e autojustificdveis ou
autoexplicativas; (2) a certeza intrinseca, refere-se a convic¢ao de que algo ¢ verdadeiro
sem necessidade de prova; (3) a persisténcia, significa que as intuigdes sao muito
resistentes e tenazes; (4) a coercividade, exprime que as intuigdes se impdem aos
individuos como verdades obrigatérias € como proposicdes que niao podem ser
substituidas pelas suas contrérias; (5) a condi¢do tedrica, implica que, geralmente, numa
intui¢do se atinge a universalidade de um principio, de uma relagdo ou de uma lei; (6) a
extrapolacdo, refere-se a que a intuicdo excede os dados disponiveis; (7) a globalidade,
significa que a intuicdo ¢ uma cognicdo estruturada que oferece uma visdo global e
unitaria de uma certa situagdo; e (8) a natureza implicita, revela que as reagdes intuitivas
sdo a expressao superficial da estrutura de mecanismos e processos subjacentes tacitos.

Por seu lado, Scholz (1987) confronta atributos do pensamento intuitivo e
analitico, referindo que: (1) o pensamento intuitivo é pré-consciente ao nivel da aquisi¢ao
e do processamento de informagdo, e o pensamento analitico ¢ consciente ao nivel da

aquisi¢do, selecdo e processamento de informacdo; (2) enquanto o pensamento intuitivo
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envolve uma compreensdo por sentimento e instinto de empatia, o pensamento analitico
envolve um raciocinio puramente intelectual ou légico, independente de disposigcdes
temporarias e fisiologicas; (3) no pensamento intuitivo o processamento de um campo
global de conhecimento ¢ repentino, sintético e paralelo, j4 no pensamento analitico a
atividade cognitiva ¢ sequencial, linear e ordenada passo-por-passo; (4) no pensamento
intuitivo o problema ¢ tratado como um todo, e no pensamento analitico ha uma
separacdo dos detalhes da informacdo; (5) enquanto o pensamento intuitivo depende da
experiéncia pessoal, o pensamento analitico ¢ dela independente; (6) o pensamento
intuitivo socorre-se de metaforas pictoricas, enquanto o pensamento analitico socorre-se
de padrdes conceptuais ou numéricos; (7) no pensamento intuitivo hd um baixo controlo
cognitivo, € no pensamento analitico ha um alto controlo cognitivo; (8) o pensamento
intuitivo é acompanhado de envolvimento emocional, embora sem ansiedade, enquanto o
pensamento analitico € uma atividade livre de emogdes; e (9) o produto do pensamento ¢
acompanhado de um sentimento de certeza no pensamento intuitivo, € no pensamento
analitico ¢ acompanhado de um sentimento de incerteza.

Na perspetiva de Fischbein (1975), as intui¢cdes dos estudantes podem classificar-
se em primdarias e secundarias, consoante sdo desenvolvidas em contexto informal, em
resultados das suas vivéncias e experiéncias do quotidiano, ou em contexto formal de
ensino, respetivamente. Ao desenvolverem intui¢cdes secundarias na escola, espera-se que
os estudantes ultrapassem as possiveis limitacdes e erros inerentes as intui¢des primarias.

Para além dos tipos de intui¢des, antes referidos, podemos também considerar as
situagdes matematicas, ou de outra area disciplinar, como sendo ou ndo contraintuitivas
(e.g., BURRIL, 1990; FALK; KONOLD, 1992; LESSER, 1984). Estas situagdes, que
desencadeiam faldcias e conclusdes paradoxais, revelam-se dificeis para os alunos e
levam-nos, em geral, a dar respostas erradas.

No caso das Probabilidades proliferam as situagdes contraintuitivas (BATANERO;
SANCHEZ, 2005), talvez mais frequentes do que em qualquer outro ramo da matematica.
Encontramos exemplos destas situagdes desde a origem da teoria das probabilidades
(BATANERO et al., 2012), como acontece com o problema da divisdo das apostas num
jogo de dados que teve de ser interrompido sem que nenhum dos dois jogadores tivesse

ganho. Este problema, colocado por Chevalier de Méré a Pascal, estabelece que:
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Dois jogadores, A ¢ B, combinaram realizar um conjunto de jogos, tendo cada
um deles a mesma chance de ganhar. Deles, o primeiro que ganhasse cinco
jogos, ganharia a aposta. Contudo, por razdes que lhes eram estranhas, tiveram
de interromper o jogo quando A tinha ganho 4 jogos e B tinha ganho 3 jogos.
Como deve ser dividida a aposta?

Segundo Freudenthal (1973), algumas pessoas adotam a estratégia baseada nos
jogos ja ganhos por cada jogador, devendo a aposta ser dividida segundo a razdo 4: 3;
enquanto outros se focam nos jogos que ¢ necessario ganhar para atingir as cinco vitdrias,
devendo a aposta ser distribuida segundo a razdo (5 — 3): (5 —4), ou seja, 2: 1. Para
Pascal nenhuma destas estratégias ¢ adequada, defendendo que a aposta deve ser dividida
segundo a razdo das possibilidades de cada jogador ganhar os cinco jogos, supondo que o
jogo continua até terminar. Como o jogador A tem 3 possibilidades e o jogador B tem
uma possibilidade, entdo a aposta deve ser distribuida segundo a razdo 3: 1.

Estudando um problema diferente, Falk (1986) apresentou a alunos a seguinte

situacdo contraintuitiva:

Uma urna tem trés cartdes: um ¢ azul dos dois lados, outro é verde dos dois
lados e o terceiro é azul de um lado e verde do outro. Seleciona-se um cartio
ao acaso que ¢ colocado sobre uma mesa. O lado que se vé é azul. Qual a
probabilidade de o outro lado ser também azul?

Neste problema, que ¢ uma versdo adaptada do paradoxo da caixa de Bertrand, o

. . 1 o
autor verificou que a maior parte dos estudantes apresentou o valor S paraa probabilidade

, 2
de a cor oculta ser azul se a face mostrada era azul, quando o valor correto ¢ 3 Este erro

pode resolvido considerando a descri¢do do espago amostral implicado (BATANERO;
SANCHEZ, 2005; CORREIA; FERNANDES, 2010). Sejam entdo A, B ¢ C cada um dos
cartdes e nomeiem-se por 1 e 2 cada uma das suas faces. Assim, A;, A, e B; sdo as faces

azuis, e B,, C; e C, sdo as faces verdes. Portanto, sabendo-se que o lado do cartdo ¢ azul,
. 14 , . . s , 2
conclui-se que ha 2 casos favoraveis num total de 3, ou seja, que a probabilidade ¢ .

Num outro caso, Fernandes (1990) propos a estudantes, futuros professores de
matematica, a seguinte situacao:

Qual das afirmag¢des seguintes é mais provavel?

a) Um ser humano ¢ de cor negra.

b) Um ser humano ¢ de cor negra e nasceu em Africa.
¢) As duas afirmacgdes a) e b) sdo igualmente provaveis.

Apesar da afirmacgdo a) ser mais provavel, pois o conjunto dos seres humanos de

ReviSeM, Ano 2022, N°. 2, p. 1 - 20



Fernandes, J. A.

cor negra ¢ mais vasto do que o conjunto dos seres humanos africanos de cor negra, a
maioria dos estudantes avaliaram a afirmag¢do b) como sendo mais provavel. Nesta
situagdo, os estudantes violaram a regra da conjun¢do, que afirma: Se A € B, entdo
P(A) < P(B) e, em consequéncia desta regra, resulta também que P(ANB) < P(A) e
P(ANB) < P(B),poisANBESAeANBCB.

Para Tversky e Kahneman (1983), uma tal violacdo da regra da conjungdo,
conhecida por ‘falacia da conjungao’, resulta do facto de o acontecimento B ser altamente
representativo do acontecimento A, isto €, o acontecimento ‘ter nascido em Africa’ é
altamente representativo do acontecimento ‘ser de cor negra’.

Muitas mais situagdes contraintuitivas poderiamos apresentar, contudo, por razdes
de espaco, ficamo-nos apenas com as trés antes referidas. A titulo de exemplo, poderao
ser consultados muitos outros exemplos em Batanero et al. (2012), Batanero, Fernandes e
Contreras (2009), Batanero e Sanchez (2005), Fernandes (1990) e Tversky e Kahneman
(1982).

APRENDIZAGEM E SITUACOES CONTRAINTUITIVAS

No caso das situagdes contraintuitivas, as quais revelam intuigdes persistentes e
conflituantes com o saber normativo, Lesser (1994) distingue dois paradigmas de ensino
e aprendizagem da estocastica: o paradigma tradicional, em que os exemplos
contraintuitivos ndo sdo abordados (pelo menos de forma sistematica), e o paradigma
alternativo, focado nos exemplos contraintuitivos.

Defendendo o paradigma tradicional, Burril (1990), das recomendagdes para o
ensino das Probabilidades e Estatistica, na perspetiva da implementacdo do Curriculum
and Evaluation Standards for School Mathematics (NATIONAL COUNCIL OF
TEACHERS OF MATHEMATICS, 1989), afirma na quinta recomendacao que “A énfase
no ensino da Estatistica deve ser colocada em bons exemplos e na constru¢do de intuigdes,
e ndo em paradoxos de Probabilidades ou na utilizagdo da Estatistica para enganar” (p.
113).

No mesmo sentido, Watkins, Burril, Landwehr e Scheaffer (1992) afirmam que
mostrar como mentir com a Estatistica e destacar paradoxos em Probabilidades tem por

consequéncia a destrui¢do da confianga do estudante. Este ponto de vista ¢ também
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partilhado por Falk e Konold (1992), os quais, referindo-se aos paradoxos em

Probabilidades, afirmam:

Eles parecem desafiar os estudantes e captar o seu interesse. E tentador trazer
para a sala de aula alguns dos problemas mais contraintuitivos para demonstrar
aos estudantes as suas tendéncias erradas e talvez esclarecé-las. Contudo, se
um professor persiste em chamar a atencdo dos estudantes para o qudo
predispostos estdo a cometer erros inferenciais, eles poderdo tornar-se tdo
convencidos das suas incapacidades ao ponto de jamais acreditarem que
alguma vez dominarao técnicas mais apropriadas. (p. 161)

Tendo em vista evitar a perda de confianga dos estudantes nas suas capacidades,
Falk e Konold (1992) advogam um equilibrio entre situacdes que ilustrem concegdes
erradas e enviesamentos e situacdes que afirmem as capacidades dos estudantes. Neste
contexto, as intui¢des validas, cuja existéncia tem sido demonstrada por varios autores
(e.g., FERNANDES, 2000; FISCHBEIN; NELLO; MARINO, 1991; GREEN, 1983),
constituem para estes autores um bom ponto de partida para o ensino e aprendizagem de
Probabilidades.

Lesser (1994) reconhece limitagdes no paradigma tradicional na medida em que
algumas concegdes erradas resistem ao ensino e consolidam-se com a idade
(FISCHBEIN; SCHNARCH, 1997; GREEN, 1983) e pelo facto de a posi¢do de Burril
(1990) se basear no que acontece na sala de aula e ndo na investigacao formal.

Diferentemente, no paradigma alternativo destaca-se a exploracdo sistematica de
situacdes contraintuitivas. Segundo Gordon (1991), a exploragdo destas situagdes, que se
podem encontrar em todas as areas da matemadtica, incluindo as Probabilidades,
apresentam varias vantagens: capta a atencdo dos estudantes em virtude do desequilibrio
experienciado; desafia habitos de pensamento e praticas e constitui uma oportunidade de
desenvolver a necessidade de exploragao, de reflexdo e de raciocinio.

Lesser (1998) defende que o uso inteligente de exemplos contraintuitivos em
Estatistica apoia uma pedagogia construtivista, promovendo uma aprendizagem mais
profunda a partir das crencas prévias dos alunos e estimulando o papel do professor como
facilitador da aprendizagem. Destaca, ainda, que os alunos poderdo desenvolver a
motivagdo, a metacogni¢do, o pensamento critico, a aprendizagem por descoberta, as
conexdes com aplicacdes da vida real e a historia. Alguns destes aspetos sdo também
mencionados por Falk e Konold (1992), e Konold (1994) acrescenta que os resultados

surpreendentes predispdem os alunos a explorarem formalmente o problema e revelam a

ReviSeM, Ano 2022, N°. 2, p. 1 - 20



Fernandes, J. A.

ansiedade dos alunos em exprimirem opinides nas discussdes de sala de aula. Por fim,
Batanero et al. (2012) destacam a importincia de os estudantes experienciarem o
processo historico do desenvolvimento da teoria de Probabilidades.

Tal como no paradigma tradicional, também no paradigma alternativo Lesser
(1994) reconhece limitagdes, designadamente: uma situagdo pensada para confrontar um
raciocinio normativo com um raciocinio informal pode ndo gerar qualquer conflito; a
ampla circulagdo de um conjunto standard de exemplos contraintuitivos e a sua
exploracdo em sala de aula pode reduzir a sua eficdcia pois os alunos podem-se focar
mais nas respostas corretas do que em compreender os problemas; e a profunda
compreensdo resultante da exploracdo de um exemplo contraintuitivo raramente esta
associada a um curso superior introdutorio. Neste ultimo caso, a questao critica ¢ estar-se
seguro de que os estudantes dispdem dos meios adequados para analisar os paradoxos de
modo significativo.

Finalmente, Lesser (1994) aponta quatro razdes para defender uma sintese dos
dois paradigmas: primeiro, os investigadores de Educagdo em Ciéncias recorrem
simultaneamente a intui¢des ancoradoras, consistentes com o paradigma tradicional, e a
estratégias de mudanca conceptual, consistentes com o paradigma alternativo; segundo, a
recomendacao de Burril (1990) ndo deve ser entendida como excluindo totalmente as
situacdes contraintuitivas, assim como Gordon (1991), provavelmente, ndo defende a
apresentacao exclusiva de situacdes paradoxais; terceiro, assim como ndo ha evidéncia de
que a eliminacdo dos exemplos contraintuitivos corresponderia uma realizacdo mais
efetiva em certos objetivos afetivos e cognitivos, também ndo ha evidéncia de que esses
exemplos devam ser usados sempre ou durante a maior parte do tempo; e quarto, a
escolha entre explorar uma situagdo contraintuitiva ou outra situacdo deve ser ditada por

critérios de adequacao.

METODOLOGIA

Neste artigo estudam-se as estratégias adotadas por alunos brasileiros do ensino
médio na exploracdo do problema da divisdo das apostas de um jogo de varias partidas
entre dois jogadores, quando esse jogo foi interrompido por razdes estranhas aos

jogadores.
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Participaram no estudo 203 estudantes brasileiros do ensino médio, pertencentes a
duas escolas, uma pubica e outra privada, da cidade de Brasilia. Estes alunos
frequentavam o 3.° ano e os alunos da escola privada apresentavam uma realizagdo a
matematica superior (média de 7,5 valores ao longo do ensino médio) ao dos alunos da
escola publica (média de 6,5 ao longo do ensino médio). Quando inquiridos sobre o
problema da divisdo das apostas, os alunos j& tinham concluido o estudo do tema de
Probabilidades no ensino médio.

Os dados foram recolhidos através de um questiondrio com nove questoes,
incluindo tarefas de probabilidade em experiéncias compostas, probabilidade conjunta e
probabilidade condicionada em diversos contextos. Neste artigo apresentamos e
analisamos apenas uma dessas questoes, a qual trata do problema da divisdo das apostas
num jogo que foi interrompido antes de ter sido concluido (Figura 1). Na aplica¢do do
questionario, que foi respondido individualmente em sala de aula em cada uma das
turmas, os alunos foram informados, previamente, de que as suas respostas, fornecidas
sob a condi¢do de anonimato, apenas tinham fins investigativos e ndo se destinavam a
atribuir qualquer classificacdo. Assim, cientes de que a sua participagdo era voluntaria, os
alunos assinaram o termo de consentimento esclarecido, tendo-se verificado que todos os

alunos presentes no momento da aplicagao responderam ao questionario.

Dois jogadores A e B disputam um jogo que termina quando um dos dois ganhar duas
rodadas'. Em qualquer das rodadas, ambos os jogadores tém a mesma chance de ganhar.
A primeira rodada aconteceu e o jogador A ganhou. Ora, por algum motivo, o jogo foi
interrompido antes de acontecer a segunda rodada, donde a aposta de R$ 800, que estava em
jogo, deverad ser dividida entre os dois jogadores.
Quanto vocé acha que deve receber o jogador A? E o jogador B? Justifique.

Figura 1 — Tarefa proposta aos alunos

Fonte: Elaboragdo do autor

A questdo proposta aos alunos consiste num problema sobre a divisdo das apostas
num jogo interrompido antes de ter sido concluido. Como foi referido numa sec¢do
anterior, este tipo de problema foi apresentado por Chevalier de Mére a Pascal
(FREUDENTHAL, 1973), embora numa versdao mais elaborada. Nessa versdo, dos
primordios do desenvolvimento da teoria das Probabilidades, ganhava o jogo o jogador
que vencesse cinco partidas e, na altura da interrupg¢ao do jogo, o jogador A tinha ganho

quatro partidas e o jogador B tinha ganho trés partidas. Com a versdo simplificada, que

! Neste artigo usamos o termo rodadas(s) com o mesmo significado de partida(s).
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foi apresentada aos alunos, pretendeu-se adequar a versdo original do problema aos
conhecimentos de Probabilidades adquiridos pelos alunos.

Por fim, em relagdo ao tratamento e andlise de dados, estudaram-se as estratégias
adotadas pelos alunos na resolu¢dao do problema proposto, determinando-se, de seguida,
frequéncias dessas estratégias e recorrendo-se a tabelas para resumir essa informacao.
Nas estratégias, para estabelecer as categorias, recorreu-se a andlise de contetido, sendo
as categorias emergentes da andlise das resolucdes apresentadas pelos alunos, as quais
sdo descritas na proxima seccdo, quando da apresentagdo dos resultados. A categorizagao
efetuada sera também ilustrada com exemplos de respostas dos alunos, identificados pela

letra A (abreviatura de aluno) seguida do namero que lhe foi atribuido (de 1 a 203).

EXPLORACAO DA SITUACAO CONTRAINTUITIVA “JOGO INTERROMPIDO”

Da totalidade de alunos que participaram no estudo (203), verificou-se que apenas
110 responderam a questdo do jogo interrompido, a que corresponde 46% de nao
respostas. E desses, trés ndo apresentaram qualquer explicagdo para a divisdo do valor do
prémio segundo cada jogador, tendo, portanto, de ser excluidos também da analise
subsequente. Esta elevada percentagem de ndo respostas indicia que os alunos tiveram
muitas dificuldades em responder a esta questao do estudo.

Seguidamente, na Tabela 1, apresentam-se os diferentes tipos de estratégia
divisadas pelos alunos para dividirem o prémio por cada um dos dois jogadores apos a
interrupc¢ao do jogo.

Tabela 1 — Frequéncias (em %) de alunos segundo as estratégias por eles utilizadas na divisdo do prémio

Tipo de estratégia Fré cgé;;ia
Dividir o prémio igualmente em cada rodada 37 (35)
Dividir o prémio segundo a probabilidade de cada jogador ganhar 28 (26)
Dividir igualmente o prémio total 26 (24)
Dividir qualitativamente o prémio 11 (10)
Estratégia irrelevante ou incompreensivel 50)
Total 107 (100)

Nota: as percentagens registadas na tabela foram determinadas considerando o ntimero total de alunos
que responderam a tarefa e explicaram as suas respostas, ou seja, um total de 107 alunos.

Fonte: Elaboragao do autor
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Na continuagdo, explica-se e exemplifica-se cada um dos diferentes tipos de
estratégia subjacentes as resolu¢des dos alunos, tendo em vista compreender mais
profundamente as ideias mobilizadas pelos alunos na exploracdo da situacdo

problematica.

Dividir o prémio igualmente em cada rodada

Esta estratégia foi adotada por 35% dos alunos e conduziu a dois tipos de resposta
diferentes. Num dos tipos de resposta, 17% dos alunos reconheceram que a divisdo nao
deve ser equitativa, uma vez que o jogador A ja tinha ganho a primeira rodada. Porém,
estes alunos utilizaram probabilidades, a um nivel superficial, para estabelecer a partilha
do prémio entre os dois jogadores, considerando que em cada rodada estava em jogo

metade do valor do prémio, ou seja, o valor de R$ 400.
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Figura 2 — Estratégia utilizada pelo aluno A187 na divis@o do prémio
Fonte: Elaboragao do autor

Seguindo esta estratégia, conforme podemos verificar na Figura 2, os alunos
consideraram que o jogador A tinha direito a receber R$ 400, por ter ganho a primeira
rodada, ¢ mais R$ 200 pela segunda rodada, portanto R$ 600, e cabendo os restantes
R$ 200 ao jogador B . Note-se que na divisdo do prémio da segunda rodada,

implicitamente, assume-se que os jogadores teriam as mesmas chances de ganhar, o que
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implicaria receberem também o mesmo valor do prémio. Além disso, a realizacdo de duas
rodadas pode ndo ser suficiente para determinar o vencedor do jogo, devendo realizar-se
mais uma rodada (portanto um total de trés) no caso do jogador B ganhar a segunda
rodada.

No outro tipo de resposta, os restantes alunos (18%) consideraram a divisdo do

prémio total pelas trés rodadas do jogo, conforme se mostra na resolucdo da Figura 3.

Bedoborsen, mey S Jasdoson e hef, apgki-
oo, R BA6L 5 F gen nedoda.

Ygoon A gonbe . i rddodh g id
tom R Do) > . & M gan Aedosdon caimen
AR AoN At gy pdly, iR ading ©) Ja

pedonks
Uensen A oacde RIS2,33
W}é{\\\ ket R 24, 6T

Figura 3 — Estratégia utilizada pelo aluno A93 na divisdo do prémio.
Fonte: Elaboragao do autor

O aluno A93 adota uma estratégia com semelhangas a do aluno A187 (Figura2),
porém realiza a divisdo do prémio em trés partes, considerando corretamente que seria

necessario realizar trés rodadas para determinar o vencedor do jogo em qualquer caso.
Nesta estratégia, g do prémio caberia ao jogador A por ter ganho a primeira rodada e o
restante § seria distribuido equitativamente pelos dois jogadores, portanto, recebendo
cada jogadoré do prémio pelas duas rodadas seguintes. Deste modo, do prémio total, o

. .2 . .1 , .
jogador A ganharia 5€0 jogador B ganharia §' Também neste caso, os alunos assumiram,

implicitamente, iguais chances de qualquer dos jogadores vencer a segunda e terceira

rodadas, e, em consequéncia, cada um devia receber o mesmo valor do prémio.

Dividir o prémio segundo a probabilidade de cada jogador ganhar
Esta estratégia foi adotada por 26% dos alunos e conduziu, tal como a estratégia
anterior, também a dois tipos de resposta, baseados na determinacdo da probabilidade de

cada jogador ganhar o jogo e na distribuicdo proporcional do prémio. Num desses tipos
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de resposta, 15% dos alunos determinou corretamente as probabilidades de cada jogador
vir ganhar o jogo e, de seguida, distribuiram proporcionalmente o prémio em jogo.

Na perspetiva de Pascal, o jogador A, que ganhou a primeira rodada, tem a

probabilidade % de ganhar o jogo na segunda rodada e a probabilidade i (% X ;) de ganhar
0 jogo na terceira rodada, portanto, ao todo, tem a probabilidade % de ganhar o jogo,

enquanto o jogador B tem a probabilidade 2 de ganhar o jogo. Na Figura 4 apresenta-se a
2 g p

resolugdo de um aluno que seguiu exatamente esta estratégia.
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Figura 4 — Estratégia utilizada pelo aluno A31 na divisdo do prémio
Fonte: Elaboragao do autor

Neste exemplo, o aluno A31 determina corretamente as probabilidades de cada
jogador ganhar e, de acordo com o que foi calculado, distribui proporcionalmente o valor
do prémio recorrendo a nocdo de esperanga matematica, o que significa multiplicar o
valor da aposta (R$ 800) pela probabilidade de cada jogador ganhar o jogo. Contudo, o
aluno distingue a hipdtese de A ganhar da de B ganhar. Na hipotese de A ganhar, o aluno
obtém os valores corretos do prémio que cada jogador deve ganhar; mas na hipotese de B
ganhar, ele troca erradamente os valores dos prémios que cada jogador deve ganhar.

J& os 11% restantes alunos cometeram erros na determinagdo das probabilidades
de os jogadores vencerem o jogo. Na Figura 5 exemplifica-se uma resposta desse tipo, em

que o aluno apenas indica os valores das probabilidades.
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Figura 5 — Estratégia utilizada pelo aluno A194 na divisdo do prémio.
Fonte: Elaboragao do autor

Nesta resolucdo, o aluno A194 divide proporcionalmente o prémio consoante as
probabilidades de cada jogador ganhar. Contudo, na sua estratégia, ele falha na atribuicao
de tais probabilidades. Sem explicar a origem dos valores das probabilidades que usa na
determinagdo dos prémios dos jogadores, o aluno parece considerar as trés rodadas do

jogo, das quais um dos jogadores ganharia duas e o outro uma.

Dividir igualmente o prémio total
Esta estratégia foi adotada por 24% dos alunos e resultou em dividir o prémio
igualmente pelos dois jogadores, ou seja, atribuindo a cada jogador a quantia de

R$ 400,00. Na Figura 6 apresenta-se um exemplo deste tipo de estratégia.

A =R fb d\—QU(f\"ﬂ %)ﬁ(&f\(‘bc, On IO e e O, C%LAQ:‘TQ{LQW o
BB A0 dorde Qi lslbos Quiat © }{;@@ VGG Q@L O -
e o WrOomeinss- QUOiota. ) vde O Aoln KOO,

Lomeny Q0 vOn@sameson, @I@Qx@}",&dﬁ&é de et -
Figura 6 — Estratégia utilizada pelo aluno A162 na divisdo do prémio
Fonte: Elaboragao do autor

O aluno A162 parece referir-se ao facto de que em qualquer das rodadas ambos os
jogadores tém a mesma chance de ganhar, referida no enunciado, para justificar o porqué
da divisdo do prémio em partes iguais entre os jogadores. Apesar dessa constatacao,

decorrente do enunciado, dai ndo se deve inferir que as probabilidades de ganhar o jogo

sd0 iguais para ambos os jogadores.
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Dividir qualitativamente o prémio

Esta estratégia foi adotada por 10% dos alunos e conduziu a respostas muito
diversas. Os alunos neste tipo de respostas ndo atribuiram valores numéricos aos prémios
dos jogadores, referindo apenas que ao jogador A ou ao jogador B caberia uma parcela

maior do prémio, como se exemplifica na Figura 7.

Figura 7 — Estratégia utilizada pelo aluno A141 na divisdo do prémio
Fonte: Elaboragao do autor

Nao dando qualquer explicacdo sobre os valores de probabilidade que refere, o
aluno A 141 parece considerar que a probabilidade de cada jogador ganhar ¢ de 50% por
rodada e divide este nimero pelo niimero de rodadas necessérias para cada um deles
ganhar o jogo, sem considerar a primeira rodada. O aluno conclui que o valor do prémio
deve ser maior no caso da menor probabilidade de ganhar, parecendo estar subjacente a

ideia jogo equitativo.

Estratégia irrelevante ou incompreensivel

Este tipo de estratégia foi adotado por 5% dos alunos, conduzindo sempre a
respostas ininteligiveis e/ou que ndo atendem ao enunciado. Na Figura 8 apresenta-se um
exemplo desta estratégia, em que o aluno, apesar de apresentar alguma explicagdo sobre a

resposta dada, ndo atendeu ao enunciado.

Figura 8 — Estratégia utilizada pelo aluno A43 na divisdo do prémio
Fonte: Elaboragao do autor

O aluno A43 ndo recorre a conceitos probabilisticos na sua argumentagdo e nao

responde aquilo que foi solicitado, limitando-se a um detalhe do enunciado,

15

ReviSeM, Ano 2022, N°. 2, p. 1 - 20



Fernandes, J. A.

concretamente ao referir que o jogo termina quando um dos jogadores ganhar duas

rodadas.

CONCLUSAO

Do presente estudo destacam-se dois resultados: a elevada percentagem de alunos
que ndo apresentaram qualquer resposta a tarefa proposta (46%) e a diversidade de
estratégias por eles adotadas na divisdo do prémio em jogo. Naturalmente que a elevada
percentagem de ndo respostas estdo associadas dificuldades dos alunos em resolver a
situacdo problematica proposta, o que leva a concluir que se tratou de uma tarefa dificil
para muitos alunos.

J4 as estratégias de divisdo do prémio em jogo foram variadas, salientando-se, em
termos de frequéncia, dividir o prémio igualmente pelas rodadas, seguindo-se as
estratégias dividir o prémio segundo a probabilidade de cada jogador ganhar e dividir
igualmente o prémio total. Por ultimo, poucos alunos referiram uma divisdo qualitativa
do prémio e menos ainda adotaram uma estratégia irrelevante ou incompreensivel.

De entre as estratégias usadas pelos alunos, reveste-se de um interesse especial
aquela que diz respeito a dividir o prémio segundo a probabilidade de cada jogador
ganhar. Esta estratégia, comparativamente com as restantes, mantém uma mais forte
ligacdo com as probabilidades, mais ainda quando alguns desses alunos (15%)
determinaram corretamente as probabilidades de cada jogador ganhar recorrendo a visao
de Pascal sobre um problema andlogo, apresentado na sec¢@o 2 do artigo, mas com mais
rodadas e, portanto, mais complexo (FREUDENTHAL, 1973).

Para além das probabilidades, também as experiéncias vivenciadas pelos alunos
no seu quotidiano perpassam as estratégias por eles adotadas. Ou seja, as estratégias
adotadas pelos alunos tém uma origem, simultaneamente, analitica e intuitiva (SCHOLZ,
1987) ou, na perspetiva de Fischbein (1975, 1987), observa-se uma interacdo entre
intuigdes primarias e secundarias. Deste modo, as representagdes € aos conceitos €
calculos numéricos e algébricos combinam-se ideias provenientes da experiéncia
quotidiana dos alunos. Neste ultimo caso, a auséncia de um vencedor, em virtude da
interrup¢do do jogo, justificaria a igual divisdo do prémio pelos jogadores e/ou pelas

rodadas, pois a propria interrup¢do dos jogos em muitas situagdes sociais € vista como
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impossibilidade decidir um vencedor e, portanto, implicaria a igual divisdo do prémio.

Constata-se, também, que as ideias de jogo equitativo e de divisdo equitativa do
prémio aparecem amplamente enraizadas nas estratégias desenvolvidas pelos alunos
quando confrontados com a situagdo de interrup¢do do jogo. Bryant e Nunes (2012)
atribuem mesmo a aleatoriedade, enquanto componente do conceito de probabilidade, um
caracter equitativo, pois o facto de todos os resultados de uma experiéncia aleatdria terem
as mesmas chances de ocorrer e desconhecermos o resultado que ocorrera, implica que
todos os resultados estdo em iguais condigdes.

Muito embora n3o se tenham estudado aspetos da exploracdo da situacdo
contraintuitiva jogo interrompido em ambiente de sala de aula, a diversidade de
estratégias divisadas pelos alunos, a combinacdo de argumentos analiticos com
argumentos intuitivos implicados nessas estratégias e o suscitar da problematica da
equidade dos jogos constituem aspetos promissores para a integragdo desta e outras
tarefas semelhantes no processo de ensino e aprendizagem de Probabilidades, ndo apenas
num paradigma alternativo, mas antes privilegiando a sintese entre os paradigmas
tradicional e alternativo (LESSER, 1994). Para Koparan (2021), a diversidade de
estratégias adotadas pelos estudantes permite implementar novas formas para aprender
matematica e podem contribuir para desenvolver o conhecimento e as experiéncias dos
estudantes.

A respeito dos jogos equitativos, Ortiz, Batanero e Contreras (2012) referem no
seu estudo que alunos de diferentes idades t€ém conce¢des adequadas da nogdo de jogo
equitativo. Mais concretamente, os jogos de sorte e azar constituem um dos principais
contextos para as criangas aprenderem probabilidades, os alunos (mesmo os mais novos)
tém uma intuicdo correta de esperanga matematica e, no caso dos alunos do ensino médio,
salientam-se duas situagdes possiveis de equitatividade: quando todos os jogadores tém a
mesma probabilidade de ganhar em cada rodada ou, ndo sendo iguais as probabilidades,
quando sdo iguais as esperancas matematicas. Este ultimo tipo de situagdes de
equitatividade permite ampliar o estudo dos jogos equitativos a muitas mais situagdes.

A situagdo contraintuitiva aqui estudada pode ser usada na aprendizagem de
probabilidades, pois o contexto de jogo que lhe ¢ inerente favorece o envolvimento e a

motivacdo dos alunos na sua exploragdo. Adicionalmente, esta situacdo constraintuitiva
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pode ser facilmente adaptavel a alunos com diferentes niveis de formacao matematica,
bastando, para tal, variar o numero de rodadas. Quanto maior for a diferenga entre o
nimero de rodadas ganhas pelos jogadores no momento em que o jogo foi interrompido,
mais desafiante se torna o jogo e, por consequéncia, mais complexa serd a resolucdo da

situagdo contraintuitiva.
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