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Resumo

Neste trabalho, apresentamos inicialmente um contexto histérico de aproximacoes
de 7 até encontrar o valor de 3,1415..., que é o conhecido na métrica euclidiana. Ge-
neralizando essa métrica, obtemos a p-métrica, que, para p > 1, serda o conjunto de
métricas utilizado nesse estudo. Neste conjunto, demonstramos que o valor de 7 na
p-métrica, denotado por m,, assume minimo global para p = 2 e maximo global quando
p =1 oup — oco. Para apresentar esse resultado fazemos uso de ferramentas e técnicas
do célculo integral, assim como duas funcoes, as fungoes Beta e Gama, na criacao de
uma funcao para aproximagcao de 7,, a qual chamamos de II,. Além da minimalidade
e maximalidade de 7,, também provamos uma propriedade que ocorre para 7 nesse
conjunto de métricas, mostrando que ha uma nocao de simetria que ocorre nos valores
de 7, e m; quando p e ¢ sao expoentes conjugados, ou seja, % + 1 = 1. Nessa situacio
os valores de 7, e m, coincidem. Observamos que, ao alterar o valor de p, construimos
novos valores para 7 e as nogoes geométricas também acompanham essa alteracao.
Mostramos, por fim, como construir as figuras geométricas desenvolvidas neste estudo
utilizando o GeoGebra.
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Abstract

This work provides, initially, a historical context of approximations of 7 until the value
of 3,1415... is found, which corresponds to the Euclidian metric. Generalizing this
metric for a real value p, we can obtain the p-metric, which, for p > 1, gives the set of
metrics used in this paper. For this set, we show that the value of 7 in the p-metric,
denoted by m,, attains its global minimum at p = 2 and global maxima for p = 1
or p — oo. In order to present this result we make use of tools and techniques from
integral calculus, as well as two particular functions, the Beta and Gamma functions,
in the creation of a function to approximate 7,, which will be called II,. Beyond the
minimality and maximality of m,, we also prove a property of 7 in this set of metrics,
which is a notion of symmetry in the values of 7, and m, when p and ¢ are conjugated
exponents, i.e., £ 4+21 = 1. In this situation the values of mp and 7, coincide. We observe
that, when altering the value of p, we get new values for 7 and all the geometric notions
that accompany this change. At last, we show how to construct the geometric figures
developed in this work in GeoGebra.

1 Introducao

Desde a antiguidade, tem-se a nocao de que a razao entre o comprimento de uma
circunferéncia pelo seu diametro resulta em uma constante que hoje sabemos que é
irracional. Este nimero, denotado por 7 (lé-se pi), é um nimero decimal infinito, nao
periédico e, por se tratar de uma constante, essa razao independe dos tamanhos que
se tenham esses comprimentos da circunferéncia em questao. Na Mesopotamia, os ba-
bilonios utilizaram o valor de m como 3, ou ainda, como uma aproximacao por meio da
fracao 3% = 3, 125. Também usando uma aproximacao, os egipcios utilizaram a ideia de
que um circulo de diametro 9 e um quadrado de lado 8 possuiam a mesma area e, dessa
forma, computaram o valor de ™ como % = 3,1604938.... Mais tarde, Arquimedes con-
seguiu fazer uma outra aproximacao calculando os perimetros dos poligonos regulares
inscritos e circunscritos na circunferéncia, deduzindo que 27%3 <7< % utilizando uma
figura com 96 lados, com aproximacoes melhores surgindo apenas no milénio seguinte
[2, 4]. Atualmente, o recorde de expansao decimal do 7 foi feito computacionalmente
por Emma Haruka Iwao, uma engenheira da computacao japonesa que conseguiu cal-
cular 31 trilhodes de digitos em 121 dias de trabalho com o auxilio de 25 méaquinas
[11].

No Ensino Basico, temos contato com essa constante como sendo a razao do com-
primento da circunferéncia pela medida do seu diametro, ou ainda, através da divisao

da medida da area da circunferéncia pelo quadrado da medida do raio. Esses conceitos
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ligados a nocao geométrica aparecem na Geometria Euclidiana, em que a maneira de
medir distancias entre os pontos A = (a,b) e B = (z,y) é igual & medida do segmento
que une A e B, ou seja, é dada pela funcao d : R? x R? — R de férmula

d((a,b), (z,9)) = V]z = al? + |y = b]>.

Todavia, essa nao é a tunica forma de medir distancias no plano. Qualquer uma
dessas formas é chamada de métrica. Na Figura 1 temos diferentes formas de representar
a distancia entre dois pontos. Dado p > 1 qualquer, se alterarmos, na nossa funcao d,
a raiz quadrada pela raiz p-ésima e o expoente 2 por p, entao construimos uma famosa
maneira de medir distancias, denominada p-métrica, e calculada como

dp«a? b)v (l’,y)) = </|:L‘ - a|p + |y - b|p

Algo interessante a se notar é que, quando mudamos os modos de medir distancias,
as formas dos objetos que dependem de distancias também mudam.

Figura 1: Diferentes formas de medir distancias. Fonte: Autores.

Assim, os valores de constantes como o do numero irracional 7, visto como a razao
entre as medidas do comprimento e do diametro, podem também ser alterados. Adiante,
mostraremos que o m pode assumir inclusive valores inteiros.

No caso do nosso objeto de estudo, a circunferéncia, que trata-se do lugar geométrico
dos pontos que equidistam de um ponto fixo, chamado de centro, sendo essa distancia
constante chamada de raio, sua forma varia de acordo com cada p > 1. Ainda sobre
essa deformacao, temos um fato muito curioso: a circunferéncia passa do formato de
um quadrado (quando p = 1), a circunferéncia convencional (quando p = 2) e volta a
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ser um quadrado (quando p — o0). Desta forma, motivados pela exposigao feita em [6]
como o formato da circunferéncia é alterado nessa p-métrica, surge a seguinte questao:
sera que o valor de m também se modifica?

Neste artigo, traremos as defini¢oes e resultados necessarios para compreender e
possibilitar as construcoes feitas para esse estudo que estao dispostas na Secao 2 con-
tendo as preliminares do trabalho. Mais adiante, na Secao 3, iniciamos a construcao da
circunferéncia na p-métrica e, assim, definimos o m, (o valor de 7 para algum valor de
p) por meio da expressao convencional entre a razao das medidas do comprimento pelo
diametro. Ainda nessa Secao, o nosso foco principal sera construir uma aproximagao
para 7, que permitird calcular o menor valor de 7, nas p-métricas, e para nossa surpresa
esse valor ja nos ¢ conhecido, o préprio m. Isso pode ser observado no grafico de m,
como func¢ao de p, ilustrado na Figura 2 - adaptada de [8].

42

3.8

36

34

32

Figura 2: O grafico de m,. Fonte: Autores.

Para a construgao dessa Segao, estudamos de forma ampla e expandida o que é
proposto por [1]. Na quarta Sec¢ao, assim como feito [8], demonstramos uma propriedade
de simetria sobre o valor que ™ pode assumir a depender dos valores de p e q escolhidos
para esse conjunto de métricas. Mais especificamente, provaremos que na condi¢ao em
que p e g sao expoentes conjugados, os valores de m, e m, sao iguais. Por fim, expomos
as construgoes feitas no software livre GeoGebra para esse estudo, ja que toda as figuras
apresentadas ao longo deste trabalho foram construidas pelos autores. Trazemos nas
consideracoes finais as principais conclusoes que pudemos obter acerca das propriedades
de 7 nesse conjunto de métricas. Ao longo desse trabalho, destacamos a importancia
das produgoes de [1] e [8] que trazem os principais resultados deste estudo, porém,
destacamos aqui, a presenca de defini¢oes, propriedades e expansao de calculos que nao
sao executados nas referéncias apresentadas.
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2 Preliminares

Nesta Secao, apresentaremos alguns resultados e defini¢oes que darao estrutura ao
desenvolvimento deste trabalho. Mais precisamente, apresentaremos as defini¢coes cen-
trais e provaremos diversas propriedades envolvendo métricas, normas e as fungoes Beta
e Gama. Essencialmente, para a produgao dessa Se¢ao estudamos as referéncias [10, 13]
para construcao das defini¢oes e resultados apresentados.

Definigao 2.1 (Métrica). Uma métrica d no plano R? é uma funcio d : R* x R? - R
que tem as sequintes propriedades (para todos x,y,z € R?):

(i) E definida positiva: d(z,y) > 0 e d(z,y) = 0 se, e somente se, x = y;
(i) E simétrica: d(zx,y) = d(y, z);
(1i1) Satisfaz a desigualdade triangular: d(x,y) < d(z,z) + d(z,y).

Definigao 2.2 (p-métrica). A fungio d,: R* x R* = R, com p > 1, que é chamada de
p-métrica, € definida por

dp((z1,22), (Y1,92)) = Ny — 1|P + |yo — zaP.

Definigao 2.3 (Norma). Seja V um espago vetorial real. Uma norma em V é uma
fungao || ]| : V= R tal que para cada v,w € V e a € R satisfaz:

(i) E definida positiva: ||v]] >0 e [|v]| =0 < v =0;
(ii) E homogénea: ||aw|| = | - ||w]|;
(iii) E subaditiva: ||v+w|| < ||v|| + ||w|| (desigualdade triangular).

Defini¢ao 2.4 (p-norma). A funcdo || - ||, : R* — R, que é chamada de p-norma, é
definida por (dado x = (x1, 9, ...,x,) € R"),

n 1/p
||z, = <le’k\p> :

k=1

Lema 2.5 (Desigualdade de Minkowski). Sejam p > 1 e x,y € R". Entdo
[z +yllp < llz]lp + [yllp-

A demonstracao desse lema pode ser encontrada na Subsegao 1.2-3 de [9].
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Proposigao 2.6. A funcgdo d, é uma métrica em R?.

Demonstragdo. Considere x,y,2 € R? com z = (z1,22), ¥y = (y1,%2) € 2 = (21, 22).
Mostraremos que d, ¢ uma métrica para todo p > 1. E fécil perceber que d, ¢ definida
positiva e s6 é nula se x = y. Além disso, é simétrica, pois

dp(2,y) = /|y — :1|P + |y2 — 22|P = /Jw1 — 1P + |22 — 42]? = dp(y, ).

Vejamos que d, também satisfaz a desigualdade triangular. Para demonstrar esse
fato, note que d,(x,y) = || — y||, e pelo Lema 2.5, temos

dp(z,y) = |z —yllp
= [z =2)+ =yl
< lz =zl + 1z =yl
= dy(z, 2) +dy(2,y).

Concluimos assim que d, ¢ uma métrica.

]

A seguir, demonstraremos um importante resultado que permite associar a p-norma
e a norma do méximo, mas antes, vejamos a definicdo dessa norma.

Definigao 2.7. A funcao dy.y : R> xR? = R, chamada métrica do mdzimo, € definida
por
Amax (71, T2), (Y1, ¥2)) = max{[yr — 21, [y2 — z2l}.

Proposicao 2.8. A seguinte relagao entre a p-métrica e a métrica do mdzximo € ver-
dadeira:
Aax (7, y) = lim d,(z,y) para todos z,y € R>.
p—o0

Demonstrac¢ao. Considere |y; — 1| = a e |y2 — 23] = b. Vamos mostrar que

lim Va? + b? = max{|al|, |b|} para todos a,b € R.

pP—o0

De fato, como
la| < max{al,[b]} e |a]” < (max{lal, |b})”,

o mesmo vale se trocarmos |a| por |b|. Além disso,

(max{|al, [b]})" < [a]” + [b]".
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Desse modo
(max{|al, [b]})" < [a|” + [b]" < 2(max{]al, [b]})".

Aplicando a raiz p-ésima na desigualdade e em seguida passando ao limite quando
p — 00, tem-se

lim max{|a|, |b|} < lim ¢/|alP + |bP < lim ¥/2max{|al, |b|}

e pelo Teorema do Confronto (ver [14]) estd provado o resultado. O

A definicao a seguir nos ajudara a escrever algumas integrais em termos da funcao
Beta. Essa funcao foi estudada por Legendre e Euler e é representada, simbolicamente,
pela letra grega  ou B (ver [13]).

Definicao 2.9. A func¢ao Beta, também conhecida por integral de Euler de primeiro
tipo, € uma funcdo definida da sequinte forma:

1
B(z,y) = / t" (1 —t)y"'dt para todos x,y € C tais que R(z), R(y) >0, (2.1)
0

em que R indica a parte real de um nimero complexo.

A fungao Gama, por sua vez, foi introduzida por Euler em 1730 como resultado
de uma tentativa de interpolar o fatorial de um ntmero. Esses estudos também foram
desenvolvidos por outros matematicos como Legendre. Esta fungao aparece em diversas
areas como funcao de distribuicao de probabilidade, além de aplicagoes no campo da
combinatéria (ver [13]).

Definicao 2.10. A funcao Gama, representada pela letra grega I, € uma extensdo da
funcdo fatorial para nimeros complexos e estd definida para todo z € C com parte real
positiva, da sequinte forma

['(2) —/ t*~te~tdt.
0

Esta integral converge absolutamente e é conhecida como integral de Fuler de sequndo
tipo.

E possivel mostrar que se z ¢ um inteiro positivo, entéo I'(z) = (z — 1)!.

Proposicao 2.11. Sejam x, y e z numeros complexos com parte real positiva. Entdo
valem as sequintes propriedades:

(i) A funcao Beta é simétrica, isto é B(x,y) = B(y, r);
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n — L@)Il'(y).
(ZZ) B(‘Tay) - [(z+y) ’

(iii) T'(1) =1 eI'(2+ 1) = 2I'(2);

(iv) Férmula de Duplicagao de Legendre:
1
F(Z)F(z + 5) =217%/7 T'(22).

Demonstragao. As demonstragoes dos itens (i), (ii) e (iii) podem ser feitas utilizando
técnicas dos cursos de Calculo Diferencial e Integral. Faremos a demonstragao apenas
de (iv).

(iv) Pela defini¢ao da fungao Beta temos que B(z,y) = fol t*~ 11 —t)¥~1dt, e pelo item

(ii), obtemos
B(z,z) = % = /0 N1 — )= tdt.

Fazendo t = % na equacao acima, teremos
I'(2)I'(2) 1 /1 1+s\"7'/1=5\"" p
APl S/ s
I'(z+2) 2/ \ 2 2

1 1
= o / (1 —s?)"ds,
921 | |

ou seja,

2210 () (2) = 2F(22)/0 (1 —s?)"ds. (2.2)

Substituindo agora t = s? na Definicao 2.9, obtém-se
1
B(w, z) = / s22(1 — s%)*"12sds.
0

Usando w = i na igualdade acima, encontramos

B (% z) =2 /01(1 — 5% 1ds. (2.3)

Substituindo (2.3) em (2.2), tem-se

22710 (2)I'(2) =T'(22)B (% z) =T(22) -
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Dai, resulta que

I'(z) (z + %) = 21721 (%) ['(22).

m 3) =V, uacao anterior I T l m
Como I' (4 a equacao anterior pode ser reescrita como

[(2)l (z + %) =2172%/n(22).

]

Para demonstrar alguns lemas, apresentaremos o conceito de fungao convexa, assim
como uma proposicao que relaciona esse tipo de funcao com uma desigualdade. Funcgoes
convexas sao muito utilizadas para demonstrar desigualdades e desempenham um papel
importante na desigualdade de Young, na aplicagao de métodos variacionais para EDPs
nao lineares, em particular, na obtencao de resultados de otimalidade.

Definicao 2.12. Uma funcao f: A — R, com A C R", é dita uma func¢ao conveza se
toda a regido acima de seu grdfico for um conjunto convexo, ou seja, se

fltey + (1 —t)za) <tf(xr)+ (1 —1t)f(x2) para todos x1,29 € A et € [0,1].
A Proposigao 2.13, a seguir, corresponde ao “Lema 1”7 em [1].

Proposicao 2.13. Dados a >0 e v > 0 a sequinte identidade é verdadeira:

o« Ja+1
[+ o]l + 0% > [1 n UT]

Demonstragao. Fixemos v e consideremos f(x) = zln (1 + v%> para todo x > 0. Essa
1
vz In?(v)

3 (v%+1>

F (leZr@) < f(fﬁl);f(ﬂfz)7

funcao ¢é convexa pois f”(z) = é positiva. Pela Defini¢ao 2.12, temos
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entao tomando x1 =1 e x5 = % segue que

; (1+ §> B TORF(6)

2 - 2

1 a
(a2+1>ln (14_@%) < In(1 4 v) ~|—2aln(1~|—v )
a

(a+1)In (1 —1—11%1) < aln(l1+v) +1In(1 +v%)

20 \ @t+1
In (1—i—vﬁ> < In(1+v)*+In(1 +0%).

Aplicando a exponencial na tltima desigualdade concluimos a demonstracao.

3 Construgao de m,

Neste momento, seguiremos os resultados apresentados em [1] na Secao “Integral
formula for m,”, expandindo os calculos e detalhes das propriedades. Definiremos a
circunferéncia usando a p-métrica e escreveremos o m em funcao de p. Para calcular-
mos o valor de 7 através da razao entre as medidas de comprimento e diametro da
circunferéncia, precisamos calcular esse comprimento de forma geral, para que, apenas
substituindo o valor de p, consigamos observar o valor de tal razao. Um circulo de raio
unitario centrado na origem é definido, de acordo com a métrica d,, como

Cp ={(z,y) €R? 1 dy((,),(0,0)) =1} = {(z,y) ER*: |2 + [y =1} (3.1)

Na Figura 3 - adaptada de [1], conseguimos observar o comportamento das circun-
feréncias a medida que p varia. Para fazer essas construgoes, usamos a equacao de C),
no GeoGebra para os valores de p € {1, %, 2, 5} ep— o0.

O comprimento de arco no primeiro quadrante pode ser determinado a partir da
1

1 1—
parametrizacao r = u» e y = (1 —u)?, com 0 < u < 1, de modo que dx = Equdu e

1-p . . . N
dy = —X(1 — u)? du. Assim, denotando por s, o comprimento de arco relativo a
P ’ p
p-norma, teremos

[ldx P |dyl|?
d N T it ldu= ¢
o du+du “ \/
1

:\'/p

p

du

P 1 1-p
+ -1 —=u)?
E

1 1
—Uu r
4

p

1
“U|1_p + |1 — u|1—p]du S [ul—p + (1 - u)l—pj| 1/p du,
p
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Figura 3: Circunferéncias na p-métrica. Fonte: Autores.

sendo a ultima igualdade verdadeira, pois tomaremos 0 < u < 1. Como a figura possui
simetria radial, o comprimento da circunferéncia sera o quadruplo do comprimento de
arco calculado no primeiro quadrante. Observe que o diametro, visto como a maior
distancia entre dois pontos da circunferéncia, é igual a 2, independente do p escolhido.
Com efeito, esse comprimento é igual a 2, pois (0, —1) e (0, 1) estao na circunferéncia e
a distancia entre eles ¢ menor ou igual a 2 pela desigualdade triangular.

Podemos entao calcular o valor de m, conforme a expressao abaixo.

1
Tp = §/desp
2 [ 1-p 1-p11/p
=5 i [(1—uw)"?+u"?] " du (3.2)
9 1 1 1 1/p 9 [ [t 1 — )Pt 1/p
= —/[ — T 1} du:—/ {u j_( u)ﬁl du
pJo [(1—upr up pJo | wt(l—w)p
9 1 [yp-1 1 — )1 1/p
_ _/ [u :1( U)p_l] du.
P Jo uT(l—u)T
portanto,
9 [Lyr1 1 — )Pt 1/p
wp:_/ i k) i ) (3.3)
P Jo [u(l—u)] »
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Calculando 7, para p = 1, temos

9 1,11 1 — o) -1
[leagt,
0

™ = = 1

1 a1 —u)]

1
— 2/ 2du =2 (2u], ) = 4,
0

como pode ser facilmente calculado usando a definicao da p-métrica para p = 1, que é
a métrica da soma.

Como ja vimos na Proposicao 2.8, podemos calcular m, usando a métrica do
méaximo. Inicialmente, calculamos o comprimento no primeiro quadrante e depois mul-
tiplicamos por quatro. Como

I
o\
it
=X
o
_|._
—
|
S
o~
i
QU
IS

dmax((L O)? (17 1)) + dmax((lu 1)? (07 1)) = 27

desse modo, o comprimento da circunferéncia é 8 e, consequentemente, o valor de
Moo = % =4.

Sabemos que m = T, = 4 e My = w. Por outro lado, nao podemos calcular o valor
da integral em (3.3) para um p qualquer a nao ser utilizando técnicas de aproximagao.

3.1 Uma aproximacao para o valor de T,

Nesta subsecao apresentaremos em detalhes os resultados de “An approximate value
m,”, sendo essa uma segao de [1].

Ao definirmos o valor de 7,, verificamos que nao conseguimos obter de maneira
simples o valor de 7 para qualquer valor de p. Dessa forma, iremos aproximar o valor
de m,, para todo p, por uma integral dada em termos da funcao Gama que denotaremos
por II,. Nesta subsecao, calcularemos II, e 7, para alguns valores de p e demonstraremos
que I, <7, para p > 1. Além disso, mostraremos que II,, atinge seu minimo em p = 2.

Definimos, entao, II, como

2(p—1) 2(p—1)

2 1 p 1— p
I, — _/ O o Ul ) N (3.4)
0
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Note que podemos escrever

m, - 2 /1 up;ld;t_l_i_/l (l—i)jgldu
PlJo (1—wu)r 0 ur

2 1, —(p=1) 2 ! -1 —=(=1
= —/ u%(l—u) Pldu—l——/(l—u)pplu  du
0 0

p p

4 e —(p—1)
= —/ wr (1—u)" 7 du, (3.5)
P Jo

onde foi feita a mudanca de variavel v = 1 — u na segunda integral da pentltima
linha. Note que II, é um caso particular da funcao Beta, a qual pode ser escrita em
termos da funcao Gama, de acordo com a Propriedade 2.11, como

B(z,y) = /0 w1 — ) du = %

Tomando x = 2 — zlJ ey = ]l) tem-se

4 [t e —(p-1 4 11
m, = —/ W (=) )du:—-B(Q——,—>
0 P

_are-prG) _ rG)re-d)
P r'(2) (2-1)!
Portanto,
II, =4I’ (1+%)F(2—%). (3.6)
Perceba que para p =1
IT, =4I (1 + %) r (2 — %) =4I'Q)r'(1) =42 -1 -1)! =4.

Além disso, da continuidade da funcao Gama,
1 1 1 1
I, = lim 4@ <1+—)F(2——) :4F(lim 1+—)F(lim 2——)
= AI'(H)I(2) = 4.

Pela Proposicao 2.11 item (iii) e usando que I' () = /T,

oY () () -
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Na Tabela 1 apresentamos alguns valores de m, e II, para diferentes p, calcula-
dos numericamente pelos autores utilizando (3.2) e (3.5) no software GeoGebra, com

arredondamentos feitos na quinta casa decimal.

b

Tp

I1

p
1 4 4
1,2 | 3,57268 | 3,49066
1,5 | 3,25977 | 3,22453
1,8 | 3,15513 | 3,15067
2 T T
2,25 | 3,15513 | 3,15067
3 3,25977 | 3,22453
6 3,57268 | 3,49066
00 4 4

Tabela 1: Valores de p, m, e II,. Fonte: Autores.

Nesses casos, vemos que II,, ¢ uma aproximacao para m, tal que II, < m,, e coinci-
dem em p = 2. Mostraremos que essa propriedade vale para todo p > 1 na préxima
proposicao.

A Proposigao 3.1, a seguir, corresponde ao “Lema 27 de [1].

Proposigao 3.1. Se p € [1,00), entdo 11, < 7.

Demonstracao. Para mostrar que a desigualdade ¢ vélida, lembrando que 7, e II, sao
dadas respectivamente por (3.3) e (3.4), precisamos apenas verificar que a desigualdade

w2P=1)/p + (1 _ U)Q(Pfl)/p < (upfl + (1 _ u)pfl)%

¢ valida. Esta decorre da Proposigao 2.13 tomando v = {*~ ea=p — 1.
m

Provaremos agora um resultado de minimalidade para II,. Antes de iniciarmos essa
proposicao, destacamos que ela corresponde a Se¢ao “Global Minimum of 7,” em [1].

Proposicao 3.2. II,, assume minimo absoluto em p = 2.

Demonstracao. Derivando 11, com relagao a p, temos que
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= () Cs) )

com 9 sendo conhecida como a derivada do logaritmo natural da funcao I', também
chamada de fungao Digama (ver p.10 em [13]). Como I'(z) é positiva para x > 0 (ver

p.16-17 de [3]), observando a tultima expressao, dipl_[p = 0 se, e somente se, w(Q — zla) —

@b(l + %) 6 nulo. E possivel ainda mostrar que Y (x) também é estritamente crescente

para x > 0 (ver [3]). Assim, 1[1(2 — %) — ¢<1 + %) = 0 se, e somente se, 2 — % =1+ %,
isto é, para p = 2. Usando novamente que a fungao v é crescente, entao para p < 2,
temos que dipHp < 0 e para p > 2, por outro lado, d%l_[p > (. Assim o Teste da Primeira
Derivada, que pode ser encontrado em [14], nos garante que o ponto critico p = 2 é
minimo local para II,, e é global por ser o unico ponto critico desta funcao. Dessa
forma, temos que II, < 7, e, visto que j& mostramos que IlI; = 7y, concluimos que ,
também assume minimo global em p = 2.

[]

Verificamos, assim, que a funcao 7, assume minimo global quando p = 2, sendo esse
valor o que conhecemos no Ensino Fundamental e cujo valor aproximado é 3,14. Mais
especificamente, o valor de 7, decresce de 4 até m, o que ocorre quando p vai de 1 a
2, e volta a crescer quando p > 2, convergindo para o seu maximo quando p tende a
infinito.

4 Simetria entre T, € T

Nesta Secao apresentaremos uma importante propriedade sobre o valor de 7 na p-
métrica, que consiste em mostrar que os valores de 7, e 7, coincidem quando p e ¢ forem
expoentes conjugados. Isto é, se %—i—% = 1, entao m, = m,. Note que 1 e co também sao
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considerados expoentes conjugados, e, conforme vimos na Se¢ao 3, temos m; = 7, = 4.
Verificaremos para os demais casos. A construcao desta Secao segue o apresentado por
Keller e Vakil em [8], com o acréscimo de ilustragoes que auxiliam no entendimento da
teoria apresentada, assim como com a expansao dos célculos apresentados pelos autores.
Para a demonstracao a seguir, calcularemos o valor de 7, de um modo diferente.
Continuamos entendendo-o como a razao entre o comprimento da circunferéncia e o
diametro, mas usaremos uma parametrizacao diferente da escolhida anteriormente.

Teorema 4.1. Se p,q > 1 sao tais que % + % =1, entao m, = m,.

Demonstragao. Para mostrar que m, = 7, mostraremos que as integrais de comprimento
de arco de m, e m, sdo iguais. Calculando o comprimento de arco com z = hy(t) e
y = ha(t), onde t € [0,00) e hy e hy sao fungoes a serem definidas posteriormente,
teremos que dx = h(t)dt e dy = hi(t)dt e, entdo,

ds, = / TP + IR dt. (4.1)

O parametro t é escolhido de modo que a quantidade tr seja a inclinagao da reta
que passa na origem e no ponto (hi(t), ha(t)) em C,, situados no primeiro quadrante,
como na Figura 4.

Y SR B o (h,(t)h,(1)
0.6
04 ih

0.2

hy/h, .
0.2 0.4 0.6 0.8 1.2

Figura 4: O parametro t e a relagao com hy e hy. Fonte: Autores.

Vamos agora encontrar as expressoes explicitas de hy e hy. Pela equacao da circun-
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feréncia em C),, tem-se

|ha(2)]7 1
MOP + P =1 = 1+ -
ha(E) + o) mOF ~ m@p
= 1| = e

= ()] = (141975

Para obter |hy(t)| basta dividir a mesma expressao por |ha(t)|P e segue analogamente
1
que |ho(t)] = (t79+ 1) ». Parametrizando C, de modo andlogo com z = s(t) e
y = s9(t), obtemos
sit)= (P + 1) e syt)=(t"+1) 0.

Considere F(t) = —hy(t)sa2(t) + s1(t)ha(t). Em t = 0 e t — oo temos que hy = s e
hy = s e, ainda, F(0) = 0 e limy_,o, F'(t) = 0, entao, pelo Teorema Fundamental do
Calculo [14],

/ F'(t)dt = 0. (4.2)
0
Por outro lado, temos também

F/ = —h/182 — h18/2 + h/281 -+ thll. (43)

Segue por (4.2) e (4.3) que
/ —h/s2 — hysh + hys1 + hasidt = 0,
0

donde - -
/ (—h,ISQ + héSl)dt = / (—hgsll + hlsé)dt (44)
0 0

Agora vamos mostrar que o integrando no lado esquerdo de (4.4) pode ser escrita
como:

— Ry sy + hhsy = (|BS |7 + |hy[P)7. (4.5)

Para provar isso, primeiramente reescreveremos o lado esquerdo da igualdade acima.
Note que, ao longo do desenvolvimento, utilizamos algumas expressoes que podem ser
obtidas a partir da equacao % + % =1, taiscomopg—q=peq= 1%'
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1 2 :
- (——) 9+ 1) ()t 1)
p

= p(tq +1)7"

q
= t7+1
ot )~

q
= L@+
p

q
= 141
o )

= p(tq - 1)
o
o
o

94+1)7"
t14+1)""

t14+1)""

(e 1) [ g

#)—(Hq)]

S 1) _tq’”ﬁ + (- *a)]

B4+ 1) 7 tq—1+P—1 + tp1

(5-243)

) | ()]

S 41) tff’fﬂ’ + tfﬁ]

TP 41)” qtfﬁ’ (" + 1)
P 4 1)r tzfll‘l(tp +1)

(t” + 1)ptp o

Manipulando o lado direito de (4.5), temos

p 1 p%
qt?” 1) +< I+ 1) gt WU)}
p

(|B,7 + |hy[P)»

p

VR
TR
~

—~
4
Q
+

7 +1)""
t+1)""

7 +1)~"

RVRIQDWIRQIBVIQIQBIRQ—

(b

[(1 + tq)—zﬁpilr ((tqfl)P + (tq)pl(tql)p)}

1) (oD ¢ o)

(t7 4+ 1)*%

(tQ+tq—P)%
S
<tw>%[<1+tp><t 7))

(tp + 1)ptp T

D=
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Desse modo o integrando do lado esquerdo de (4.4) é igual a ds,. Com um argumento
andalogo é possivel mostrar que o integrando do lado direito de (4.4) é igual a ds, entao
temos que ds, = ds,.

O

Nesse ponto vamos analisar esse resultado sob a perspectiva geométrica. Sabemos
que as p-métricas nao sao isometrias, de modo que um mesmo objeto tera “medidas”
diferentes quando alteramos os valores de p, por exemplo, as medidas de volume ou
area da superficie da n-esfera (n > 1). Dessa maneira, como os objetos possuem formas
e medidas diferentes, o mais natural a se esperar é que os valores de 7, (observado
como a razao das medidas de comprimento e didmetro) nao tenham relagdo alguma
com diferentes valores de p escolhidos, entao ao provarmos que os valores de 7, e 7,
coincidem para p e ¢ expoentes conjugados, o resultado garante que ainda que toda a
geometria mude, hé valores que permanecem os mesmos, garantindo um certo sentido
de simetria entre a p-métrica e g-métrica com relagao aos valores de pi.

5 Consideracoes Finais

O valor de m é uma famosa constante que aparece em diversos contextos na Ma-
tematica e uma das formas de encontrar essa constante é dividindo o comprimento da
circunferéncia pelo diametro da mesma.

Verificamos até aqui que 7 assume diferentes valores quando mudamos a nossa ma-
neira de calcular distancias, ou seja, a métrica. Além disso, vimos que o valor de 7
em um conjunto especifico de métricas resulta em uma integral fatigante, a qual nao
conseguimos escrever em termos de fungoes elementares, e por isso utilizamos uma apro-
ximagao que pode ser calculada em termos das funcoes Beta e Gama, a qual chamamos
de II,,.

Algo interessante a se evidenciar é que o menor valor de 7 ocorre quando p = 2
nesse conjunto de métricas, tratando essa constante como funcao de p, e esse valor é o
unico minimo. Tanto a minimalidade quanto a unicidade foram demonstradas.

Outra interessante observacao que pode ser feita é que para diferentes valores do
parametro p, em geral, obtemos valores distintos para 7, mas se tomarmos dois valores
de p e ¢ tais que % + % = 1, entao os comprimentos das circunferéncias C,, e C;; sao os
mesmos, e portanto m, = m, quando p e g sao expoentes conjugados. Isso indica um
sentido de simetria em relagao aos valores obtidos para m, bem como de isometria dos
comprimentos das circunferéncias nas p-métricas com p > 1.

ReviSeM, Ano 2022, N°. 2, 165-195 183



De Pontes, L. et al.

Referéncias

1]

2]

[10]

[11]

[12]

Adler, C. L.; Tanton, James. 7 is the minimum value for pi. College Math. J. 31
(2000), no. 2, 102-106.

Albertino, M.; Bortolossi, H. Sobre como Arquimedes obteve suas aproximacades
223/71 e 22/7 para o nimero w: uma abordagem historica. Professor de Ma-
temdtica Online, v.9 (2021), n.3, 514-527.

Artin, Emil. The gamma function. Translated by Michael Butler Athena Series:
Selected Topics in Mathematics Holt, Rinehart and Winston, New York-Toronto-
London 1964 vii+39.

Beckmann, Petr. A history of m (pi). Second edition. The Golem Press, Boulder,
Colo., 1971. 196 pp.

Conway, John B.Functions of one complex variable. Graduate Texts in Mathema-
tics, 11. Springer-Verlag, New York-Heidelberg, 1973. xi+313 pp.

Euler, Russell; Sadek, Jawad. The s Go Full Circle. Math. Mag. 72 (1999), no. 1,
59-63.

Guidorizzi, Hamilton Luiz. Um curso de calculo, Vol 3. 5 ed, Rio de Janeiro, 2013.

Keller, Joseph B.; Vakil, Ravi. 7, the value of m in {,. Amer. Math. Monthly 116
(2009), no. 10, 931-935.

Kreyszig, Erwin. Introductory functional analysis with applications. Wiley Classics
Library. John Wiley & Sons, Inc., New York, 1989. xvi+688 pp. ISBN: 0-471-
50459-9.

Lima, Elon Lages. Espagos métricos. (Portuguese) [[Metric spaces]] Projeto Eucli-
des [Euclid Project], 4. Instituto de Matematica Pura e Aplicada, Rio de Janeiro,
1977. viii+299 pp.

PI: japonesa  supera 30  trilhoes de  digitos em  novo  re-
corde. IMPA, 2019. Disponivel em: ://impa.br/noticias/
pi-japonesa-supera-30-trilhoes-de-digitos-em—novo-recorde/. Acesso
em: 07 nov. 2021.

Salwinski, David. Fuler’s sine product formula: an elementary proof. College Math.
J. 49 (2018), no. 2, 126-135.

ReviSeM, Ano 2022, N°. 2, 165-195 184


://impa.br/noticias/pi-japonesa-supera-30-trilhoes-de-digitos-em-novo-recorde/
://impa.br/noticias/pi-japonesa-supera-30-trilhoes-de-digitos-em-novo-recorde/

De Pontes, L. et al.

[13] Sebah, Pascal; Gordon, Xavier . Introduction to the gamma function. American
Journal of Scientific Research (2002), 2-18.

[14] Stewart, James. Cdlculo: volume 1. 7 ed, Sdo Paulo: Cengage Learning, 2013.

Submetido em 20 de Agosto de 2021.
Aceito em 27 de Abril de 2022.

ReviSeM, Ano 2022, N°. 2, 165-195 185



De Pontes, L. et al.

A Construcoes no GeoGebra

Com o intuito de ilustrarmos nosso trabalho, desenvolvemos todas as figuras com o
software livre GeoGebra. Nesta Se¢ao mostraremos como construir os graficos apresen-
tados nas Figuras 2, 3 e 4.

A.1 Figura 2

Para a construcao desta figura, comecamos deduzindo uma outra expressao integral

1
para m,. Note que o comprimento de arco ¢ a integral de ds, = (|dz|? + |dy|P)? sobre
C,, como definida em (3.1). Como a circunferéncia é unitdria, seu diametro é 2. Dessa

forma, podemos escrever m, como
P\ 7
) |dx|.

1 11 dy
m=3 [ daP+lanyt =5 [ (1+ il

Como apresentado na Figura 3, a circunferéncia construida possui simetria radial,
portanto o seu comprimento serd igual a oito vezes o comprimento do arco compreendido
1

entre as retas ¢ = 0 e x = y. Fazendo z = y em C), teremos z = 2”7 e podemos calcular
1
o valor de 7, usando y = (1 — 2P)7, j& que tanto & quanto y sdo nao negativos. Assim,

1 1
8 27t 1 —p P\ »
T, = 5/0 (1 + ‘(}—9) (1 —:1‘:”)17(—]9)377”’1 ) dx
2-1/p - 1 %
! (14 a7 = 1]"")" az.
0

Assim, iniciamos a construgao da figura definindo um controle deslizante na aba
“Ferramentas Bésicas”, conforme ilustrado na Figura 5.

R o7 D00 & N[=]e
+ P

=2 .
2% Controle Deslizante

ABC Texto

M [nserir Imagem

Botdo

7 ® Caixa para Exibir / Esconder Objetos

a=[1] Campo de Entrada

Figura 5: Construindo o controle deslizante. Fonte: Autores.
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Criamos o controle deslizante a partir do ponto p, configurado como na Figura 6.

Controle Deslizante

Controle Deslizante

Nome Nome

p=1 p=1
@ Numero Angulo Inteiro @ Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animagdo Intervalo Controle Deslizante
min max Incremento Velocidade

1 70 0,0000001 R

Repetir
<= Oscilando

CANCELAR “ CANCELAR “

Figura 6: Configuracao do controle deslizante. Fonte: Autores.

Definiremos um ponto A da seguinte maneira: o controle deslizante p sera a primeira

coordenada deste ponto, enquanto a segunda coordenada serd a integral que define m,
como descrito no inicio da Subsegao, conforme a férmula a seguir.

A = (p, 4IntegralNumérica((1+(|x~{-p}-11)~{1-p})~{1/p}),0,2°{-1/p}H)

Na Figura 7 abaixo, temos a implementacao do c6digo acima na “Janela de Algebra”
do GeoGebra.

NGRS SN SIPAN EI R

SIPE - I =
p = 5048 i
1

® 70@

1
A= (p,4 IntegralNumérica((l -+ (1)(’” — 11)1_")",0,2%))

@

Figura 7: Ponto do gréafico da fungao de m,. Fonte: Autores.

Em seguida marcamos a caixa “Exibir Rastro” e trocamos a cor do ponto como feito
nas instrugoes da Figura 8.
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Basico Cor Estilo Avangado Algebra Programagio Basico Cor Estilo Avangado A|gebra Programacao
Nome
A (]l COCE NN Recente
[ DENNE mm
Definicdo DD D...
(p, 4IntegralNumérica((1 + (abs(x™-p) - Y1 - plA(1 / p), 0,241 /pyy) I COENENE O
[} |
Legenda ] ] O
BE OO0ODEmeEm Cutro
HE DR eeEE (OO000
Exibir Objeto (/I [

[ Exibir Rétulo: Nome v

[J  Fixar Objeto

Jouetet -

) Definir como Objeto Auxiliar 0, 0, 204 (#0000CC)

Figura 8: Configuracao do ponto A. Fonte: Autores.

Para obtermos o gréafico de m,, devemos iniciar a animacao do controle deslizante

(isso pode ser feito clicando no botao “play” na “Janela de Algebra”) e aguardar alguns
minutos para que o ponto percorra a “Janela de Visualizacao”, preenchendo os pontos
e completando a curva, como na figura seguinte.

4.2

3.8

38

34

32

20 22 24 26 28 30 32 34

Figura 9: Construcao parcial do gréfico da Figura 2. Fonte: Autores.

Perceba que a diferenca entre as Figuras 2 e 9 é um preenchimento de parte do
grafico. Para completar a parte vazia, basta aguardar um tempo maior na animacao.
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A.2 Figura 3

Y

Para a construcao da Figura 3, no campo “Entrada...”, escrevemos cinco equacoes
da circunferéncia na p-métrica |z|P + |y|P = 1, para os seguintes valores de p: p = 1;
p=1,5,p=2;p=5ep— oo (aqui usamos p = 100).

Mostraremos como fazer o caso p = 1, e os outros seguem de maneira analoga. Na
Janela de Algebra, digite

Ix[71 + lyl"1 =1,

Em seguida, aperte a tecla Enter. A Figura 10 abaixo retrata exatamente esses passos.

3 g
Blot ooy BAAEPO04N
: @ | eql: (abs(x)) + (abs(y))' = 1 A

+ | K+t =1

+

Figura 10: Comandos iniciais da Figura 3. Fonte: Autores.

Na “Janela de Visualizagao” do GeoGebra, obtemos a seguinte Figura:

eq1

Figura 11: Circunferéncia com p = 1. Fonte: Autores.

Vamos agora colocar uma legenda neste objeto, para facilitar sua identificacao com
o p. Além disso, vamos verificar a op¢ao de cor (isso servird para as préximas figuras).
Clique com o botao direito do mouse na equagao (ou no objeto) e selecione a opgao
“Configuracoes”, conforme a figura abaixo.
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(kA 7L P00 &N =

@  eqli (abs(x))' + (abs(y))y =1 =V

+ Ent Curva implicita eq1
ntrada..

Forma Expandida
Mostrar Objetos
A’ Mostrar Rotulo  «  °

+"  Mostrar Trago

([J Renomear

B Apagar

I L& Configuracoes I

Figura 12: Configurando a Figura 3 . Fonte: Autores.

Na aba “Bésico” (que ja vai ser a inicial), altere a “Legenda”clicando com o botao
esquerdo do mouse e digitando “p = 1”7. Agora na opgao “Cor” vocé conseguird alterar
a cor do objeto. Nesse caso, nao faremos isso porque consideramos a figura inicial na
cor preta.

Cor Estilo Avangado X Basico Estilo  Avancado X

Programacgao Programagao

&

Nome

% [
et M Ol OODE e Recente 1
L= [I[E[] |
Definicdo @ (|} DN @
(abs(x))" + (abs(y))" = 1 [ [ O
A (| O NN A
Legenda .. -----
p=1 H [] N Outro
[ 0 O (10
Mostrar Objetos OOOECC
[J Mostrar Trago
Mostrar Rotulo: Legenda v Pré-visualizagdo -
Fixar Objeto
) . Preto 0, 0, 0 (#000000)
[J  Objeto Auxiliar

Figura 13: Configurando a Figura 3. Fonte: Autores.

Ao fazermos isso repetidas vezes, com os valores de p descritos no inicio da Secao,
mudando as suas “Legendas” e alterando suas cores para diferenciar visualmente cada
circunferéncia na sua respectiva métrica, obtemos a seguinte figura:
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O eq2: (abs(x))"1.5 + (abs(y))"1.5 = 1 =V
O eq3: (abs(x))* + (abs(y))* = 1 E f o
O eqé: (abs(x))* + (abs(y))* = 1 5 o
@  cql: (abs(x))' + (abs(y))' = 1 * o
@ H

€q5;: (abs(x))'°° + (abs(y))"®® =1

+ | Entrada... 4N\ 08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08

Figura 14: Figura 3 finalizada. Fonte: Autores.

A.3 Figura 4

Na elaboracao da Figura 4, construimos uma das bolas apresentadas na Figura 3,
tracamos uma reta entre a origem e um ponto da circunferéncia e configuramos os
objetos criados dando nome e a coloragao aos mesmos. Para a circunferéncia, clique na
“Janela de Algebra” e digite

x|"3 + |lyl~3 =1,

em seguida aperte a tecla Enter.

(&) A7 0)0)4)N)=] ¢

@ [ear: (x)*+ () =1

Figura 15: Comandos iniciais da Figura 4. Fonte: Autores.

Apoés construir a circunferéncia, escolha a opcao “Ponto em Objeto” chamando-o de
A, e selecione um ponto qualquer da circunferéncia produzida. Em sequéncia, marque
a origem do plano, digitando o ponto (0,0) na “Janela de Algebra”. Em seguida,
definiremos a reta que passa por A e O, escolhendo a opcao “Reta” no menu inicial e
selecione esses pontos em qualquer ordem. Esses passos estao resumidos na Figura 16
abaixo.
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[ A > 004N = v pFLO0 LN 2 e
P @Ponlo em Objeto i @ A " Segmento
£ " = 2 Segmento com Comprimento Fixo
/ Vincular / Desvincular Ponto
@ 0- _~semieta
o Intersecao de Dais Objetos
(; .
. Fol 23_ Caminho Poligonal
R Ponto Médio ou Centro @
O
Z ( -
o< Numero Complexo . .A / /b:’ D_ @ @ ‘{‘ x as2
@ NOtimizagéo = % .
® NRaizes : —

Figura 16: Comandos da Figura 4. Fonte: Autores.

Chamamos essa reta de f e estando representada na “Janela de Algebra” como na
imagem a seguir.

R AL O 4L

eql: (abs(x))* + (abs(y))* =1 =AY

— (0.79, 0.79) ® ' e

0=(0,0) : s

f : Reta(0, A)

@
@ A= Pomoleal)
o
@

— -0.79% + 079y =0

Figura 17: Visualizacao apds a terceira etapa. Fonte: Autores.

Selecione a opcao “Reta perpendicular”e escolha o ponto A e o eixo y, em seguida,
repita o processo escolhendo dessa vez o ponto A e o eixo x.
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N
NI EE IS IPANEE W Pag BE O N SIP AN
. . eql: (abs(x))® + (abs(y))®* =1 -
Q@ el (abs(1} Reta Perpendicular | =N
A = Pont 1
o A = Pon—*__ Reta Paralela @) onto(eq1)
0.7 — (0.79, 0.79)
— (0, >< Mediatriz ® 0-00
0=(0,0 = (0,
O ( ,a% Bissetriz
f : Reta(0,A)
f : Reta(( @
(@) p Reta Tangente 0704 070y = 0
— -0.79x ‘
N o .\Q Reta Polar ou Diametral . ¢ Perpendicular(A, Eion)
*s Reta de Regressao Linear — x =079
51 Lugar Geométrico ) h : Perpendicular(A, EixoY)
—y=079 :

Figura 18: Criacao das coordenadas do ponto da Figura 4. Fonte: Autores.

Para cada uma dessas retas, destaque o ponto que é perpendicular aos eixos. Para
isso, na opgao “Intersecao de Objetos”, escolha a reta g e o eixo y e repita o processo
para a reta f e o eixo .

O préximo passo é ocultar as retas perpendiculares. Para isso, escolha a reta g,
clique com o botao direito do mouse e deixe a opcao “Exibir Objeto” desabilitada.
Repita o processo para a reta h.

¥ [ >0 0L

= |g /
. .A Ponto :N
. Reta g: Reta p. do por A e perp i a EixoX
‘& Ponto em Objeto :
O @ Equacdoy=ax+b
{/ Vincular / Desvincular Ponto Forma Paramétrica
. . : Equacdoax+by+c=0
O |>-( Intersecdo de Dois Objetos | auae Y
. | Exibir Objeto v I
* Ponto Médio ou Centro —
. hd A~ Exibir Rétulo v
oZ Numero Complexo o+ Exibir Rastro
N Otimizaggo . 2 Renomear
@ : B Apagar
N Raizes
* Configuragoes

@ h : Perpendicular(A, EixoY) -

Figura 19: Ocultando as retas g e h. Fonte: Autores.

Em seguida, escolha a opgao “Segmento”e selecione o ponto de intersecao da circun-
feréncia com a reta f e depois o ponto que esta no eixo x e pertence a reta g ocultada.
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Repita o procedimento escolhendo o ponto de intersecao da circunferéncia com a reta
f e, em seguida, o ponto que esta no eixo y e pertence a reta h, que foi ocultada.

¥ AL D> 00 LN

. «al / Reta
9) A 1. Segmento ® i = Segmento(A, B) Duplicar entrada
- otel Segmento com Comprimento Fixo — 0.76 Duplicar resultado
B : . A
@) " Semirreta @ '~ Segmento(A, C) pagar
- 082 I Configuracdes I
g Caminho Poligonal
f:
. / Vetor

—

g -’}. Vetor a Partir de um Ponto

Figura 20: Definindo os segmentos. Fonte: Autores.

O segmento paralelo ao eixo y deve ser renomeado como hy, e o paralelo ao eixo x
como hy. Por fim, va até as configuragoes dos segmentos criados e, na opcao “Estilo”,
selecione o pontilhado como indicado na Figura 21 a seguir.

Basico Cor | Estilo | Avangcado Programacgdo — J/  @mreresssceesss

Espessura da Linha = =——{——

O

Opacidade do Trago =y 7,

05

Estilo: ==

Decorat .‘

Figura 21: Fim da construgao das coordenadas do ponto A. Fonte: Autores.

O 1ltimo passo ¢é exibir o angulo que estd sendo formado entre o eixo x e a reta
f. Para isso, escolha a opcao “Angulo” e clique, nessa ordem, na reta f, na origem
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do plano e no eixo . Quando o angulo estiver definido, troque seu nome para a razao

ha/hy.
N
O
®
O

@)

O

R N clEPANEE

0 =(0,0)
f : Reta(0, A)
— -Ix=10

g : Perpendicular(A, EixoY)
—y=1
h : Perpendicular(A, EixoX)
- Xx=1

B = Intersecdo(EixoY, g)

| .(fa. Angulo

.q:. Angulo com Amplitude Fixa

;m/ Distancia, Comprimento ou Perimetro

{1,2} Lista

a=?b Relagdo

E:'/ Inspetor de Fungdes

Figura 22: Construcao do angulo na Figura 4. Fonte: Autores.

Ao fim destes procedimentos, na “Janela de Visualizacao”, a figura formada serd a
apresentada na Figura 4.
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